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ZENTRALBLATT FÜR MATHEMATIK 


18. Band, Heft 5 9. Juli 1938 8. 193—240 


Grundlagenfragen, Philosophie, Logik. 


@ Hilbert, D., und W. Ackermann: Grundzüge der theoretischen Logik. 2., verb. 
Aufl. (Die Grundlehren d. math. Wiss. in Einzeldarstell. mit besonderer Berücksichtigung 
d. Anwendungsgeb. Bd. 27.) Berlin: Julius Springer 1938. VIII, 133 S. RM. 9.60. 

The first edition of this book, which appeared in 1928, is well known as an ex- 
cellent elementary presentation of mathematical logic, including the calculus of pro- 
positions, the class calculus and the calculus of functions. The principal changes in 
this second edition are as follows. In the chapter on the propositional calculus there 
is brief mention of various alternative formulations, viz. those of Frege, Lukasiewicz, 
Nicod, Hilbert-Bernays (this Zbl.9, 145) and Gentzen (this Zbl. 10,145). In the 
chapter on the functional calculus of the first order there is a more precise statement 
of the rules of procedure, in particular the rules for substitution; there is a proof of 
independence and an account of Gödels proof of completeness; and the discussion 
6f the Entscheidungsproblem takes into account the more important of the recent 
results. Finally in the chapter on the general functional calculus everything related 
to the ramified theory of types and the axiom of reducibility is omitted; in its place 
there is a section on the functional calculus of the second order; the other sections 
of the chapter have been improved. H. B. Curry (State College, Pa.). 


Abita, Emanuele: Compatibilitä degli assiomi della logiea. Esercit. Mat., II. s. 10, 
96—108 (1937). 

The author discusses a method of proving the consistency of any system of logical 
calculus involving (possibly) variables of higher types but not an axiom of. infinity. 
The method consists in interpreting the system for the case where there are just two 
individuals; it differs only in certain matters of detail (such as the inclusion of pro- 
positional variables) from that used by Gentzen (this Zbl. 15, 193). The proof is 
not carried through in detail for any particular system. The paper is addressed to 
readers with very little ecquaintance with mathematical logie and hence has some 
expository value. H.B.Curry (State.College, Pa.). 

Mihaileseu, Eug.: Sur eertains sous-systömes de la logique positive elassique. CR. 

Acad. Sci. Roum. 2, 119—120 (1938). 
Der Autor gibt an, daß er an Hand von Normalformen bewiesen habe: Das 
Axiomensystem OOOpgOrsCtCOspOrp, CEpgOpg, CEpgCgp, CCpgCCgpEpg, 
ECCpggApg, EKpqECpgp axiomatisiert die Logik der Verknüpfungen C' (Im- 
plikation), # (Äquivalenz), A (Disjunktion), X (Konjunktion) vollständig, die ersten 4 
bzw. 5 Axiome axiomatisieren die Logik der Verknüpfungen C, E bzw. 0, E,A voll- 
ständig. Arnold Schmidt (Marburg, Lahn). 

Turing, A. M.: On eomputakle numbers, with an applieation to the Entscheidungs- 
problem. A eorreetion. Proc. London Math. Soc., II.s. 43, 544-546 (1937). 

The author gives various corrections to his previous paper (this Zbl. 16, 97). 

Curry (State College, Pa.). 

Turing, A. M.: Computability and A-definability. J. Symbolic Logie 2, 153—163 

1937). 

a his previous paper (this Zbl. 16, 97) the author stated that his notion of com- 
putability was equivalent to definability in the formalism of Church (see this Zbl. 
12, 241 and 14, 98 and 385; cf. also Kleene, this Zbl. 14, 385). This paper gives 
a detailed proof of this fact. H. B. Curry (State College, Pa.). 
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Turing, A. M.: The p-funetion in A — K-conversion. J. Symbolic Logic 2, 164 
1937). 2 
7 his’ doctoral thesis (this Zbl. 11, 241) Kleene gave an explicit definition, in 
the formalism of Church (this Zbl. 8, 289 and 12, 241) of a formula representing 
a numerical function of two variables, such that if we substitute for the first variable 
a formula representing a numerical function f of natural numbers, and for the second 
variable a formula representing a natural number n, the resulting expression represents 
the least integer m>n such that f(n) = 0 in case there is such an m, and in the 
contrary case has no normal form. The definition is complicated; but it can be sim- 
pliefied if the Church formalism is extended to allow application of the prefix Az to 
expressions not: containing ©. The present paper gives such a simplified definition. 
H.B. Curry (State College, Pa.). 

Quine, W. V.: Logie based on inelusion and abstraetion. J. Symbolic Logic 2, 
145—152 (1937). 

This is a system of logic of the same general nature as the Principia Mathematica 
with a simplified theory of types; indeed the author shows that his system is adequate 
as a basis for Tarski’s formulation (this Zbl. 7, 97) of the simplified Principia. The 
primitive notions, besides infinitely many variables in each type, are two operations C 
and 3, which are interpretable as generalizations of inclusion and “such that?’ respect- 
ively. The notions “term of rank n’” and “formula” are defined recursively thus: 
A variable of the n-th type is a term of rank n; if { and n are terms of the same rank, 
&cnisa formula; if ® is a formula and & is a variable of the n-th type, «3 © is 
a term of rank n +1. Then the author gives formal definitions of implication (be- 
tween two formulas) universal quantification (of a formula with respect to a variable), 
identity, unit class, and class membership; the other logical operations are then de- 
fineable by well known methods. There are five “rules” which represent (approximately) 
the rule of inference with respect: to implication, the syllogism, the interchangeability 
ot CE&3 © with the result of substituting Z for & in ®, the possibility of adding 
a hypothesis, and Peirce’s law respectively. The system is similar to that of the authors, 
“A system of logistic” (Cambridge, Mass., Harvard University Press, 1934); the 
prineipal difference is that, since the E-relation is definable, the notion of “ordination’” 


can be dispensed with. H.B. Curry (State College, Pa.). 
Chwistek, Leon: Überwindung des Begriffsrealismus. Studia Philos. 2, 1—18. 
(1937). 


Unter Begriffsrealismus wird eine philosophische Lehre verstanden, die insbeson-- 
dere von Plato und später von gewissen Scholastikern entwickelt worden ist, und 
derzufolge Allgemeinbegriffe selbständige und von den Einzeldingen unabhängig 
existierende Gegenstände bezeichnen. (Die entgegengesetzte Auffassung heißt Nomina- 
lismus.) Dem Begriffsrealismus zufolge handelt insbesondere die Mathematik von ge-- 
wissen „mathematischen Gegenständen“, denen eine selbständige Existenz zukommt. 
Der Verf. legt nun in einem kurzen historischen Überblick dar, daß dieser Ansicht 
mit der Vertiefung der mathematischen Erkenntnis — insbesondere durch den Über-- 
gang zu einer rein formal-axiomatischen Behandlung der Geometrie — immer größere 
Schwierigkeiten erwachsen sind, und daß schließlich die moderne, insbesondere in 
Hilberts Beweistheorie zum Ausdruck kommende Auffassung der Mathematik zu einer 
vollständigen Überwindung des Begriffsrealismus geführt hat. — Chwistek skizziert 
dann einige Grundgedanken seines eigenen Aufbaus der Metamathematik (der „ratio- 
nalen Semantik“), den er in früheren Veröffentlichungen durchgeführt hat (vgl. ins- 
besondere Math. Z. 80, 704 u. 34, 527), und der einer „nominalistischen Grundlegung 
der Mathematik“ (vgl. den gleichnamigen Artikel des Verf. ref. in dies. Zbl. 7, 385) dient. 
Bemerkenswert ist hier eine Auseinandersetzung des Verf. mit dem mehrfach erhobenen 
Einwand, daß er keine klare Unterscheidung mache zwischen den (logisch-mathemati- 
schen) Zeichen, die den Gegenstand seiner Semantik bilden, und den Namen dieser: 
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Zeichen, mittels derer über sie gesprochen wird. ©. mißinterpretiert diesen Einwand 
völlig und wird ihm daher in seiner Diskussion nicht gerecht. — Zum Schluß erörtert C. 
einen der Hauptpunkte seiner Erkenntnistheorie, nämlich die Unterscheidung von 
vier Arten der Wirklichkeit, deren jede durch ein besonderes Realitätskriterium ge- 
kennzeichnet ist, und von denen keine eine absolute Bedeutung hat; diese Relativierung 
des Wirklichkeitsbegriffs ist nach Ansicht des Verf. geeignet, „die begriffsrealistischen 
Vorurteile nicht nur aus der Erkenntnislehre, sondern auch aus den Naturwissenschaften 
und aus den sog, Geisteswissenschaften wegzuschaffen“. Carl @. Hempel (Chicago). 

Perelman, Ch.: L’&quivalenee, la definition et la solution du paradoxe de Russell. 
Enseignement Math. 36, 350—8356 (1937). 

Skizze eines Versuchs, die Russellsche Paradoxie zu vermeiden, der sich von be- 
kannten Versuchen dieser Art nicht wesentlich. unterscheidet. Arnold Schmidt. 

Färber, Eduard: Der Stetigkeitsgedanke und seine Verwirkliehung. Osiris 3, 
47—68 (1937). 

Nur um Mißverständnisse zu vermeiden sei bemerkt, daß dieser rein philosophische 
Aufsatz nichts mit Mathematik (oder Naturwissenschaft) zu tun hat, da der Verf. u.a. 
offenbar nicht verstanden hat, was man unter „stetig“ versteht. O. Neugebauer. 


Hardie, €. D.: Logical positivism and seientifie theory. Mind 47, 214—225 (1938). 


Geschichtliches. 


Gandz, Solomon: The origin and development of the quadratie equations in Baby- 
lonian, Greek, and early Arabie algebra. Osiris 3, 405—557 (1937). 

Ausführliche Diskussion der Behandlung quadratischer Gleichungen in der baby- 
lonischen Math., bei Diophant und bei Alhwarizmi. Das Ergebnis ist, daß Alhw. 
im wesentlichen den modernen Typus repräsentiert, während die babylon. Methode 
vor allem an die Gleichungen mit 2 Unbekannten anknüpft. Für einen zusammen- 
fassenden Bericht vgl. die dies. Zbl, 17, 289 zitierte Arbeit des Verf. O. Neugebauer. 

Mattingly, 3. R.: Cosmogony and stereometry in Posidonian physies. Osiris 3, 
558—583 (1937). 

Diese Untersuchung betrifft hauptsächlich die Rolle des Begriffs öıdornua (etwa 
„Zwischenraum“‘) in der Physik oder besser in der Philosophie des Posidonius. 

O. Neugebauer (Kopenhagen). 

Rome, A.: Les observations d’&quinoxes et de solstices dans le chapitre 1 du livre 3 
du eommentaire sur P’Almageste par Theon d’Alexandrie. II. Ann. Soc. Sci. Bruxelles, 
Ser. I 58, 6—26 (1938). 

Fortführung der Diskussion der von Hipparch und Ptolemäus angewandten Metho- 
den zur Bestimmung der Länge des tropischen Jahres (I. vgl. dies. Zbl. 18, 50), wobei 
auch eine noch unedierte Stelle aus Theons Kommentar zu Almagest III herangezogen 
wird, aus der mit ziemlicher Sicherheit hervorgeht, daß Theon noch Hipparchs Ab- 
handlung über die Präzession zur Verfügung hatte. Insbesondere wird Almagest III 
Kap.1 (ed. Heiberg, p. 199ff.) diskutiert, wo es sich um die Bestimmung des Ab- 
standes der Spika vom Frühlingspunkt dreht. O. Neugebauer (Kopenhagen). 

Falickenberg, Hans: Adam Riese, ein deutscher Rechenmeister. Deutsche Math. 3, 
3—8 (1938). 

Funkhouser, H. Gray: Historieal development of the graphical representation 
of statistieal data. Osiris 3, 269—404 (1937). 

This study contains an account of the historical development of the G(raphie) 
M(ethod). Ch. II deals with the origin of the method, which can be traced to ancient 
times. In the Middle Ages Oresme applied it to the study of functional relation. Soon 
after Descartes scientists began graphing empirical formulas. The real father of the 
G.M. is W. Playfair (1759—1823). In Ch. III the development of the G.M. is viewed 
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against the background of the history of statistics; in political arithmetic it was slow 
in taking hold, but in vital statistics and the theory of probability it figured largely 
{rom the beginning. Fourier (1768—1830) was the first to draw a cumulative fre- 
quency curve; de Morgan (18061871) introduced the normal probability curve 
In advancing the G.M. as a means of illustration and analysis much was done by 
Quetelet (1796—-1874). Dupin (1784—1873) invented the first type of cartograms, 
three other types being introduced afterwards by the French. In France the G.M. 
was advocated strongly by Minard, who wrote the first treatise on it (1861). Polar 
diagrams were introduced by Lalanne; he also used contour diagrams. Important 
work was done by Guerry (1802—1866). By t! e middle of the 19th century the G.M. 
had become established as a definite branch of statistics; there was a predominance 
of graphs in the form of surfaces. Ch. IV. In the development of the G.M. the Intern. 
Stat. Congresses (1853—1867) played an important part; afterwards the Intern. 
Stat. Society was concerned largely with the standardization of the G.M. Up to 1890 
there was much controversy as to the manner of grouping the data. The theory of 
cartograms developed rapidliy. Ch. V. The later decennia of the century represent 
the age of enthusiasm in the G.M. Marey (1878) wrote the first comprehensive treatise. 
Graphical calculation sprang up rapidly and developed into nomography. The most 
prominent names of the period are v. Mayr, Levasseur, Cheysson. In the U.S. 
the G.M. was used more as a means of illustration; in England more as a method of 
analysis and discovery (e.g. with Farr, Galton, Jevons). Ch. VI. In recent times 
the method of pietograms first introduced by Mulhall, was developed by Neurath 
into the Vienna Method. The study of vital statistics lead to the use of stereograms. 
Levasseur promoted the use of the G.M. in teaching, where it now plays an important 
part. In the 2"d half of the 19% century several sorts of coordinate paper were intro- 
duced (rectangular, logarithmic, arithmetical probability paper etec.). Several specialised 
graphic forms have got definite names (e.g. the Gompertz curve, the logistic, the 
ogive etc.). Though nomography as a system of numerical calculation does not lie 
properly within the scope of his study the author gives a summary of its development. 
The article is closed by an annotated bibliography and an index. Dijksterhuis. 

Carath&odory, C.: The beginning of research in the ealeulus of variations. Osiris 
3, 224—240 (1937). 

Nach einem kurzen Hinweis auf den beiTheon Alexandrinusin seinem Kommen- 
tar zu Ptolemaios gegebenen Bericht über die Methoden des Zenodoros zur Behand- 
lung isoperimetrischer Probleme bespricht Verf. Joh. Bernoullis Leistung für die 
Theorie der geodätischen Linien. Durch eine Untersuchung des Originals des Briefes 
von Joh. Bernoulli an Leibniz vom 16. VIII. 1698 — ein Stück dieses Briefes 
wird im Faksimile mitgeteilt — stellt Verf. außer Zweifel, daß Joh. Bernoulli bereits 
damals die charakterische Eigenschaft der geodätischen Linien, Schmiegungsebene 
der Kurve senkrecht zur Tangentialebene der Fläche, kannte. Sodann lenkt Verf. 
erneut die Aufmerksamkeit auf jene wunderbare Lösung des Problems der Brachi- 
stochrone, die Joh. Bernoulli 1697 gab und deren Veröffentlichung er, durch Leib- 
niz eingeschüchtert, bis 1718 unterließ, als es für ihre Wirkung bereits zu spät war. 
Das Großartige an dieser Lösung ist der durchaus strenge Beweis, daß die gefundene 
Zykloide wirklich ein Minimum liefert. Verf. geht dem Ideenzusammenhang der bei 
dieser Lösung benutzten Methoden mit Huygens’ Trait& de la lumiere (Leiden 1690) 
nach und erörtert die Ursachen, warum die damals aufblitzenden Gedanken sofort 
wieder verschwanden, um erst durch Hamilton neu erweckt zu werden. In einem 
Anhang werden einige Stücke der Originalquellen im Wortlaut mitgeteilt. Die Sorg- 
falt, mit der in den Fußnoten überall die als Belege dienenden Quellen angegeben 
werden, erhöht den Wert der fesselnden Studie. — Zu Fußnote (6): Der griechische 
Text des Kommentars von Theon zum Almagest hat inzwischen eine Neuausgabe 
gefunden „Commentaires de Pappus et de Th&on d’Alexandrie sur l’Almageste, par 
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A. Rome“ 2, Citta d. Vaticano 1936; der Bericht über Zenodoros steht daselbst 
8. 354—379. Bessel-Hagen (Bonn). 
Sarton, George, and Garrett Birkhoff: Evariste Galois. Osiris 3, 241—268 (1937). 
Wiederabdruck der von Sarton in The scientific Monthly 1921, 363—375 ver- 
öffentlichten Biographie von Galois, die in den sachlichen Angaben ganz auf der 
bekannten großen Darstellung von Dupuy [Ann. Ecole norm. 13, 197—266 (1896)] 
fußt ohne die Absicht, neues Quellenmaterial beizubringen, in .der subjektiven Beur- 
teilung der Tatsachen aber manche eigenen Gedanken vorträgt (8. 241—259). Daran 
schließt sich (8. 259) eine knappe Bibliographie über die Schriften von Galois selbst; 
und die anderer Autoren über ihn. Zu ihrer Ergänzung möchte Ref. auf einen Brief 
des Bruders von Galoisan ©. G.J. Jacobi hinweisen, der in dem Buch von L.Koenigs- 
berger „Carl Gustav Jacobi“ (Leipzig: B. G. Teubner 1904. 8. 435—436) abgedruckt 
ist und aus dem hervorgeht, daß die testamentarische Aufforderung von Galois an 
Gauß und Jacobi, die Bedeutung seiner Untersuchungen zu beurteilen, bei letzterem 
nicht. ungehört verhallt ist. 8.260—268 gibt Birkhoff unter dem Titel „Galois and 
the group theory“ einen Abriß der geschichtlichen Entwicklung der Gruppentheorie. 
Der Kenner der Mathematikgeschichte hat hier viele irreführende Formulierungen zu 
beanstanden. Z.B., wenn Verf. 8.261 bemerkt, daß die Griechen die Kongruenz 
und Abnlichkeit eines Teiles des Raumes mit sich oder mit einem anderen Raumteil, 
aber niemals des ganzen Raumes mit sich betrachtet hätten, ist von vornherein die 
Frage auf ein falsches Gleis geschoben: Für die Griechen war der ganze Raum als 
geometrisches Gebilde ja gar nicht vorhanden, und es handelt sich bei ihnen nicht um 
Kongruenz und Ähnlichkeit von Raumteilen, sondern von geometrischen Figuren. 
Oder, wenn Verf. behauptet, daß der Begriff der Symmetrie von den Griechen bis zum 
Ende des 17. Jahrhunderts geschlummert habe und daß man keinerlei Inspiration 
aus ihm gezogen habe, so genügt allein der Name Kepler, diese Behauptung zu wider- 
legen. Oder, wenn Verf. sich wundert, daß in der Cartesischen Geometrie 50 Jahre lang 
„nicht einmal‘ die Symmetrie zwischen der x- und y-Achse erkannt worden sei, so 
vergißt er ganz, daß anfänglich nur eine und gar nicht zwei Koordinatenachsen da 
waren. Usw. Bessel-Hagen (Bonn). 
Kloyda, Sister M.: Linear and quadratie equations 1550—1660. Osiris 3, 165—192 
(1937). 
Rosen, Edward: The eommentariolus of Copernieus. Osiris 3, 123—141 (1937). 
Englische Übersetzung (mit Noten) des Resume&s seiner Theorie, das Copernicus 
handschriftlich verbreitet hat. O. Neugebauer (Kopenhagen). 


Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra, Polynome, Invariantentheorie: 


Ciamberlini, C., e A. Marengoni: Una rappresentazione geometriea dei eoeffieienti 
binomiali e aleune proprietä che immediatamente ne derivano. Period. Mat., IV.s. 18, 
43—A49 (1938). 

Rossi, Franceseo-Saverio: Su di una generalizzazione di un teorema relativo alla 
somma delle potenze K® dei lati degli n-goni regolari convessi e stellati. Giorn. Mat. 
Battaglini, III. s. 74, 174—176 (1936). 

Hadwiger, H.: Eine Aufgabe der formalen Determinantentheorie. Töhoku Math. 
3. 44, 115—118 (1937). 

L’au. s’occupe avec les determinants A= |a,,|, j,s=1,2,...,n, dont le de- 
veloppement se reduit & son terme principal. Il demontre que le nombre des &l&ments 
nuls d’un tel determinant A est au moins egal & (2) et que chaque A avec le nombre 


minimum des elöments nuls se reduit par les m&mes permutations effectuees sur les 
lignes et les colonnes & la forme canonique |a,|, a, =0,i>s. N. Obrechkoff. 
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Pelosi, Luisa: Generalizzazione di teoremi di Siacei sui determinanti. Ist. Lom- 
bardo, Rend., III. s. 71, 121—132 (1938). 

Vengono ampiamente generalizzati vari notevoli teoremi sui determinanti dati 
da Siacci; questi nuovi teoremi scaturiscono immediatamente da semplieissime identitä 
fra omografie vettoriali. Autoreferat. 

Wren, F. L.: Neo-Sylvester eontraetions and the solution of systems of linear equa- 
tions. Bull. Amer. Math. Soc. 43, 823—834 (1937). 

Sot M=|a,|,?e=1,2,..,m;j=1,2,...,n; une matrice. Supposons que 
a #0, et soit M’ la matrice |B,,|, oa =1,2,..,m; j=1,2,...,n, maisö + k, 


: %; 
I EB I, B,;; = . 
Gxz Axı 


gq=1,2,..,.n; mis ptEkr, gq#Lset A„,= 


Si B,=#0, soit M” la matrice |A,.|;, P=123,...m; 


va Pps 
B,, 18 
se basant sur un theoreme de Sylvester [Philos. Mag. (4) 1, 295—305 (1851)] !’A. 
dömontre le resultat suivant: Si le rang de la matrice M est r par des pareilles trans- 
formation dont le nombre est egal & r, elle se reduit & la matrice zero. Il fait ensuite 
des applications dans la theorie des &quations lineaires et la theorie des correlations 
dans la statistique mathematique. N.Obrechkoff (Sofia). 
Obrechkoft, N.: Sugli zeri di aleuni polinomi. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 
VI. s. 26, 310-313 (1937). 
Let 


‚et ainsi de suite. En 


Pr z je@ane, (s > L 2, MN 0, 1, 2, Su .) 


— oo 


with 9,(2) real, y,(x) real non-decreasing. Set formally 
m 
De +++ =otastate 
,„_—= 


It is shown that the sectional polynomials of this power series, P,,»,(2)=c,+06,+1%+-: 
+04," (w=0,2,4,...;n=1,2,3,4,...), have at most one simple real zero, 
thus extending considerably recent results by L. Tehakaloff and M. Ghermänescu 
(this Zbl. 17, 193). The proof is based on suitable integral representations of the poly- 
nomials Q,,,(2) = a" P„,„(1/x) (n, v both even) and Q,,,(2) (n odd, » even), showing 
at a glance that these polynomials are positive for real x. I. J. Schoenberg. 

Ventürelli, Lucia: Sopra una elasse di equazieni algebriche le eui radiei hanno 
parte reale negativa. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 70, 385—391 (1937). 

As a by-product of the study of the characteristic exponents of dynamics, the 
following theorem was proved: If A, B,C are positive definite Hermitean matrices, 
all the roots of the equation det(4A42+ BA +0C)=0 have negative real parts. 

D.C. Lewis (Ithaca, N.Y., U.8.A.). 

Hausmann, B. A.: A new simplifieation of Kronecker’s method of factorization 
of polynomials. Amer. Math. Monthly 44, 574-576 (1937). 

By means of elementary theorems on the differences of the values of a poly- 
nomial for successive integers, the author avoids entirely the necessity for computing 
and directly testing any tentative factor of a polynomial with rational integral co- 
efficients. Bull (Urbana). 

Carlitz, Leonard: A elass of polynomials. Trans. Amer. Math. Soc. 43, 167—182 
(1938). 

Die in einer früheren Note des Autors (dies. Zbl. 12, 49) eingeführten Poly- 
nome ®y(4) können durch die Eigenschaften 


3 = @y -t wx; Von = Coy 
Orr = (Wr) — 00, m =Uu 
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definiert und, wenn m der Grad von M ist, mittels der Formel 
mM 
@y(u) —2c 1" IFz'y,(M)u® 
ji= 


direkt berechnet werden. Ihre Eigenschaften sind analog zu denen der Polynome u" — 1 
in der Kreisteilungstheorie. Ist D der G.G.T. von M und N, so ist 


op = (wy, ®y). 
np zerfällt in Faktoren W,(w), analog zu den Kreisteilungspolynomen: 


@u(u) = H, Wi). 


Diese sind irreduzibel über dem Körper F der rationalen Funktionen von x. Ist 
(M,N)=1 und y eine Wurzel von Wx (w) = 0, so ist W (uw) irreduzibel über F(y). 
Die Gruppe der Gleichung Wy (u) = 0 über F ist abelsch und isomorph der multi- 
plikativen Restklassengruppe modulo M. Ist P ein in M nicht aufgehendes Prim- 
polynom und e der Exponent von P mod M, so zerfällt W y (uw) modulo P in irreduzible 
Faktoren vom Grade e. Ist aber M = P°M, und e der Exponent von Pmod M,, 
so zerfällt Wy (u) modulo P in Faktoren vom Grade e mit der Vielfachheit 2° — p*=!. 
Die Kongruenz Wyu(w) =0 (mod P) 

ist lösbar nur für P=1(M); ist ß eine Lösung, so sind ®z(ß) alle Lösungen, wo B 
ein reduziertes Restsystem (mod M) durchläuft. Ähnliches gilt für &y(u) = 0 (mod P). 


Die Kongruenz @y(u) = 6 (mod P) 
ist für (M,P—1)=H, P— 1= BH dann und nur dann lösbar, wenn ;(6)=0(P) 
gilt. van der Waerden (Leipzig). 


Kulik, B.: La theorie generale de P’elimination. Apergu histarique. Publ. Fac. 
Sci. Univ. Charles Prague Nr 154, 16—18 u. franz. Zusammenfassung 18 (1937) [Tsche- 
chisch]. 

Neikirk, L.I.: Some symbolie identities. Bull. Amer. Math. Soc. 43, 848—851 
(1937). 

The object of the paper is to show by illustrations that the symbolic treatment 
of invariants and covariants, Cayley’s hyperdeterminant, Aronhold’s symbolic notation, 
and Blissard’s umbral notation are all reducible to symbolic differentiation. Under- 
lying is the idea that any analytic identity 9,(y) = Y,(y) by separating symbols of 
operation and symbols of quantity gives rise to an operational identity @,(D) = 9,(D) 
where D is the symbol for differentiation. This operational identity applied to a second 
identity F,(z) = F,(x) gives rise to further identities. For example, if D, = 0/dz 
and D, = 0/Öy then the identity DD; "(&,2, + 892%)” = n! 7""05 leads by trans- 
formation of coordinates and symbolization to Cayley’s hyperdeterminants and invariants 


of binary forms. The analogy between Maclaurin’s formula F(z) - 77 Me 


n=0 oo 
= e"DF(y)|‚-o and the symbolic identity for Bernoulli numbers e®V = IB,y"n! 
: a): BEN 
Re ildebrande) (AnnkArbor), 
Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes: 


Ward, Morgan: Residuation in struetures over which a multiplieation is defined. 
Duke math. J. 3, 627—636 (1937). 

The author considers a structure & in which there is defined a commutative and 
associative multiplication A B. When I is the unit (all) element of &, then one 
assumes J-A=A4 for every A. Furthermore: 1. The multiplication is distributive 
with respect to union A-(BuUC)=ABUAC. 


One can then prove the existence of a residual A: B (corresponding to the ideal quo- 
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tient). Various of the common properties of the residual follow already from 1. If 
one makes the stronger assumption: 2. IE A> B there exists a P such that A=B: P 
then one can prove the important result that this implies that the structure satisfies 
the distributive law. It is shown by an example that there exists distributive multi- 
plicative structures in which 2 does not hold. Other consequences of 2 are: 

(4:B)U(B:4A)=1I 

(AuUB):M =(A:M)u(B:M) 

3. M:(AnB)=(M:A)UuM:B. 
The relation 3 implies 2 and it also implies 
A-B=(AuB)-(AnB) 

as in ordinary numbertheory. To conclude there are certain in vestigations on struct- 
ures in which the cancellation law holds. Oystein Ore (New Haven, Conn.). 

Ward, Morgan: Arithmetical properties of sequences in rings. Ann. of Math., II. s. 
39, 210-219 (1938). 

In this paper the author continues his investigation into the arithmetic pro- 
perties of sequences U,, U], Ug,... where each U is an element of a commutative 
ring DO with a unit element, especially as regards the divisibility and periodicity of 
the terms of such a sequence with respect to a modulus which is an ideal of DO. Two 
kinds of sequences are considered: “Divisibility sequences”’ in which U, divides U, 
whenever n divides m, and “linear sequences over O” in which the U’s satisfy a linear 
recurrence formula with coefficients which are constants in D. The concepts of period, 
restricted period, and ranks of apparition are readily generalized and the known 
properties of these rational integers are extended to the general case (see this Zbl. 
17, 194). D. H. Lehmer (Bethlehem, Pa.). 

Dodo, Takeo; Bemerkungen zur Zerlegung der Hauptideale in allgemeinen In- 
tegritätsbereichen. J. Sci. Hirosima Univ. A 8, 1—5 (1938). 

An integral domain % which does not necessarily satisfy the maximal condition 
ıs termed a “general” integral domain. Prime ideals p of { are said to be “minimal 
with respect to %” if p possess no proper multiples — the zero-ideal (0) excepted — 
which are prime ideals. A prime ideal p dividing an ideal a of $ is called a “highest” 
prime ideal of a i£ no proper prime multiple of p divides a. The following main theorem 
is proved: “In order that each principal ideal (p) of a general integral domain % be 
representable as the intersection of a finite number of primary ideals which belong 
to minimal prime ideals with respect to {% it is necessary and sufficient that (1) the 
chain of quotients (p) C (p): (p’)C (pP): (p’?)C --- is finite, i.e. there exists an in- 
teger k such that a= (p): (p’*) = (p): (p’**!) = :--, (2) there exists only a finite 
number of ideals a if (p’) runs over all principal ideals of %, (3) each quotient (p) : (p’) 
is either divisible by a highest prime ideal of (p) or is equal to %.” The author uses 
the classical methods of abstract ideal theory in the proof. 0. F.G. Schilling. 

Mori, Shinziro: Über. die Produktzerlegung der Hauptideale. J. Sci. Hirosima 
Univ. A 8, 7—13 (1938). 

The first part of/the paper is concerned with decomposition of principel ideals (p) 
of an integral domain % which satisfies the maximal condition. Using the methods 
of abstract additive ideal theory the author proves: “Each principal ideal (p) of 3 
is a product of powers of minimal prime ideals of % if and only if (1) % is integrally 
closed, (2) the powers of the ıninimal prime ideals with respect to % are primary, 
(3) (pP) = pa where p is a highest prime ideal of (p).” Moreover, (p) = pt... pfr 
for each (p) C % implies that (1) the powers of minimal prime ideals of % are primary, 
(2) no primary ideal can be interpolated between p and p?, (3) pfı... pfm=[pfi,..., pfm] 
for minimal prime ideals p;. — In the second part the author drops the assumption 
that the maximal condition holds for %; a refinement of a theorem of T. Dodo (see 
the prec. rev.) is given: In order that each prineipal ideal (p) of a general integral 
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domain “% be a product of powers of minimal prime ideals with regard to % it is ne- 
cessary and sufficient that (1) each chain of quotients 


MA) ED:EM)C- cc M:pf)=.- =a 
is finite and the number of ideals a for variable p’ is finite, (2) (p):(p’) is either 
divisible by a highest prime ideal of (p) or it is equal to $%, (3) (p) = pa where p is 
& highest prime ideal of (p), (4) the set of primary ideals belonging to minimal prime 
ideals p of 5% coincides with the set of powers of p. 0. F.G. Schilling. 

Zariski, Osear: Polynomial ideals defined by infinitely near base points. Amer. J. 
Math. 60, 151—204 (1938). 

Es handelt sich darum, ein algebraisches Äquivalent für den geometrischen Be- 
griff der unendlich benachbarten Basispunkte linearer Scharen von ebenen Kurven 
zu finden. Ausgangspunkt ist die Bemerkung, daß die Kurven /(z, y), die mit vor- 
gegebenen Vielfachheiten durch vorgegebene Punkte und unendlich benachbarte Punkte 
hindurchgehen, ein Ideal bilden. Es kommen aber nicht beliebige Ideale im Polynom- 
bereich K[z, y] in Betracht, sondern nur gewisse „Bewertungsideale‘“ und ihre Pro- 
dukte, die „Vollideale“. Es werden solche Bewertungen B des Körpers K(x, y) be- 
trachtet, in denen x und % beide positive Werte haben und bei denen jedes Element 
mit Wert 0 kongruent einer Konstanten modulo dem Ideal der Elemente positiven 
Wertes ist. [Ein Beispiel einer solchen Bewertung erhält man, wenn man jede Kurve 
f(z, y) = 0 mit einem festen algebraischen Kurvenzweig 3 im Punkte (0, 0) schneidet 
und die Schnittmultiplizität als Wert der Funktion f(x, y) zuordnet, Enthält die 
Kurve den Zweig, so ist der Wert von / in einer nichtarchimedischen Wertegruppe 
größer als alle natürlichen Zahlen zu wählen.] Die Elemente des Polynombereichs 
K[x, y], die einen Wert >« besitzen, bilden ein Bewertungsideal (kurz: v-Ideal) q. 
Die zu einer festen Bewertung gehörigen v-Ideale sind nach aufsteigenden & geordnet; 
jedes von ihnen besitzt einen unmittelbaren Nachfolger. Es gibt also, vom Einheits- 
ideal angefangen, Folgen 99; Qı> 9a; - - -, die man auch unabhängig vom Bewertungs- 
begriff charakterisieren kann, und deren Verhalten bei quadratischen Transformationen 
z=«,y= xy’ untersucht wird. Jedes v-Ideal läßt sich eindeutig als Produkt von 
unzerlegbaren v-Idealen darstellen. Die zu einer Bewertung gehörigen unzerlegbaren 
v-Ideale bilden eine Teilfolge P,, P,,... der Folge q,,09,... Die einem P, voran- 
gehenden v-Ideale P,,..., P„-ı sind durch P, allein (unabhängig von der Bewertung) 
bestimmt. Die Ideale P,,.. ., P„ entsprechen dem Punkte O (0, 0) und den sukzessiven 
zu O unendlich benachbarten Punkte 0@),...,0@-V. Ein Produkt von unzerlegbaren 
v-Idealen (die auch zu verschiedenen Punkten O gehören dürfen) heißt ein Vollideal 
(complete ideal) und definiert eine Vollschar von ebenen Kurven. Durchschnitte von 
Vollidealen und Quotienten von Vollidealen durch andere Ideale sind wieder Voll- 
ideale. Beziehungen zum Begriff der effektiven Multiplizität sowie zu dem des Punkt- 
Primdivisors werden angegeben. van der Waerden (Leipzig). 

Trost, Ernst: Über die Struktur der normalen Divisionsalgebren. Zürich: Diss. 
1937. 33 8. 

A resum& of this paper appeared in the Verh. Schweiz. naturforsch. Ges. 1985, 
279—280 (see this Zbl. 13, 102). It is chiefly concerned with an arithmetical proof, 
along the lines of the classical algebraic number theory and free of the transcendentality 
of the p-adic fields, of the principal theorem on normal division algebras, of degree n 
over an algebraic number field R, namely, every D has a cyeclic splitting field of degree n 
over R. The author first outlines, with proofs in some instances, the theorems on 
crossed products [ Albert, Brauer, Noether; see Deuring, Algebren. Erg. d. Math. 
IV, 1 (1935), for a more recent and complete account: of these and other results cited], 
and on p-adic algebras (Hasse), which, with Grunwald’s existence theorems, yield 
the principal theorem. To obtain an alternative proof, and giving details when R is 
the rational field, he then considers the residue-system 8 of a maximal order of D modulo 
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a prime p of R. By the arithmetical theorems of Brandt and Speiser, S is a total 
matric algebra (t. m. a.) of degree n over GF[p] except when p divides the discriminant 
of D, in which case $ has a radical. In the latter case, a cyclic extension k, of degree n 
over R, can be found (by the Grunwald theorems), such that Dx kmodulopisat.m.a. 
over @F[pf], where p|p, p ink, Ny.r(p) = pf, and p is unramified in %k. For this it 
suffices that = e, the ramification order of pin D. Thediscriminant of Dx koverk 
is prime to p and in this way a cyclic k, of degree n over R, can befound such Dx k 
has discriminant 1. The arithmetical theorems of Hey relative to the Ö-function of 
an algebra, which imply that then Dx k over kis a t.m.a., replace the norm-theorem 
of the class-field theory employed by Hasse. Some theorems on the form of the 
discriminants of normal simple algebras are proved. Hull (Urbana). 

Eichler, M.: Über die Idealklassenzahl hyperkomplexer Systeme. Math. Z. 43, 
481-494 (1938). 

The author gives a new and essentially simpler proof of his criterion (this Zbl. 
16, 52) for principal ideals of normal simple algebras A of degree n over an algebraie 
field X. The present proof depends upon the Hasse-Schilling norm theorem (this Zbl. 
14, 6; Maass, this Zbl. 16, 243) which is here proved entirely by non analytic methods, 
in particular, independently of the Grunwald existence theorems for algebraic fields. 
The author seeks (cf. Hasse-Schilling, Maass) an irreducible polynomial f(x) in X, 
of degree n, with first and last coefficients 1 and (— 1)" m, respectively, and having 
a root u in XY. He imposes further conditions on f(x), of a congruential nature, but 
does not require that KX(u) be cyclic (cf. Maass). The criterion afterwards follows 
from the lemma: I£ n > 2, or if not every infinite prime spot of K is ramified in X 
when n = 2, then two ideals of the same left: order and the same norm are equivalent. 
This, in turn, follows from the lemma: With the same restrictions on U, let n be the 
product of the following three factors: (1) the discriminant of W; (2) n!; (3) the pro- 
duct of all prime ideals of K of absolute norım <n +2. Let M and ® be twa integral 
ideals, with the left order %, and norms N(M) and N(®) prime to n, such that ® 
is indecomposable and N(P)/N(M). Then % contains a unit e such that ® is a left 
divisor of Me. This lemma is first obtained “im kleinen” and a further preliminary 
result is required to obtain it “im großen”. The criterion fails in the excluded case: 
n=2, K total-real, Y has no real splitting field (Eichler, this Zbl. 17, 150). It is 
stated that, with slight modifications, the present proofs and results apply also when X 
is & function field of one variable with finite constant field. Hull (Urbana). 

Krasner, M.: Sur la primitivit6 des corps p-adiques. Mathematica, Cluj 13, 
72-191 (1937). 

L’auteur etend, & P’aide de la notion d’hypergroupe, la theorie de la ramification 
& des extensions non galoisiennes d’un corps p-adique % et il &tablit une condition 
necessaire et suffisante pour qu’un corps K/k soit primitif. Dans le cas [K:k] = p! en 
particulier il utilise les lois de divisibilit€ dans l’anneau non commutatif W,,, forme 
des U ngeteumn = (sdınent, An ma) IA (eh ee Ba) 
Ans Un EGF(p?) et defini par les regles (A + un = An + ins (Au) = Dee 

Nı+Na 


Dans une deuxime partie du travail l’auteur s’occupe des &quations d’Eisenstein 
ou il transerit la condition de primftivit6 trouvee dans la premitre partie. Il &tudie 
en outre la structure des &quations d’Eisenstein definissant un m&me corps et donne 
une forme reduite de ces &quations. — Le dernier paragraphe est consacre & l’&tude 
des expressions de la forme 


So ö 
D,.(&) 2 0, avec o(« — $ ß; a“) >uo(n), 
. = i= 


@(z) &tant l’ordre en p de z ou 7 est un elöment algebrique d’ordre positif en p et ou & 
est &galement algebrique dans k. “; est une suite de fractions rationelles croissantes et 
les 0; sont des racines de l’unit€ d’ordre premier & p. La serie D,(&) pour A = oo est 
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dite convergente si ‚im u; =00o. (n) soit l’id&al premier de k(n), D„(&) converge si 
R 

et seulement si & € ls, 2° ) avec 0P"-g=0 (F et ö dtant deux entiers). On con- 

sidere en particulier les D,(7°) oü o est un isomorphisme de k(r)/k. Cahit Arf. 


Zahlentheorie: 

Steuerwald, Rudolf: Verschärfung einer notwendigen Bedingung für die Existenz 
einer ungeraden vollkommenen Zahl. 8.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1937, 69—72 (H. 2). 

It was proved by Sylvester [C. R. 106, 522—526 (1888)] that if an odd perfect 
number exists, it has the form p*gt:...g?r, wheren>4,p=a=1(mod4), 5 =0 
(mod2) @=1,...n). The author proves that the exponents 5; cannot all be 2. 

Davenport (Manchester). 

Cherniek, Jack: Solution of the general magie square. Amer. Math. Monthly 45, 
172—175 (1938). 

Setzt man in die n? Felder eines Quadrates Zahlen, so daß in jeder Reihe, Kolonne 
und in den beiden Diagonalen die Summe einen vorgegebenen Wert hat, so hat man 
ein „allgemeines magisches Quadrat‘. Die n? Zahlen müssen also 2» + 2 Bedingungen 
genügen, und daher kann man wenigstens n? — 2n — 2 dieser Zahlen beliebig wählen. 
Diese setzt Verf. in gewisse Felder und bestimmt dann die, 2» + 2 übrigen Zahlen. 

N.@. W.H. Beeger (Amsterdam). 

Ko, Chao: Note on the representation of a quadratie form as a sum of squares 

of linear forms. Quart. J. Math., Oxford Ser. 9, 32—33 (1938). 


; n—i 
Verf. zeigt, daß die quadratische Form 2; +72, in n Veränderlichen nicht 


i=1 
als die Summe von weniger als n +3 Quadraten linearer Formen mit rationalen 
Koeffizienten dargestellt werden kann. Hierdurch wird ein Resultat von Mordell 
(vgl. dies. Zbl. 3, 338; s. auch Ko, vgl. dies. Zbl. 16, 390) ergänzt, wonach jede quadra- 
tische positiv-definite Form mit rationalen Koeffizienten gleich einer Summe von 
7-3 Quadraten ratıonaler Linearformen ist. Mahler (Manchester). 

Moessner, Alfred: Verschiedene diophantische Probleme und zahlentheoretische 
Theoreme. Bull. Calcutta Math. Soc. 29, 171—176 (1938). 

Siegel, Carl Ludwig: Über die Zetafunktionen indefiniter quadratischer Formen. 
Math. Z. 43, 682708 (1938). 

Um die Zetafunktion von indefiniten quadratischen Formen mit n Variablen zu 
behandeln, benötigt Verf. einen ganz neuen Weg, da im allgemeinen Fall keine Kompo- 
sition möglich ist. Der Trägheitsindex der rationalen Form r’&r wird gleich n — 1 
vorausgesetzt (n >2). Die ganzzahligen Einheiten € mit ©’ & & = © definieren durch die 
Gesamtheit der linearen Transformationen r* = &r ein Fundamentalpolyeder F(©) 
mit dem endlichen Volumen v(6) im projektiven (n — 1)-dimensionalen Raum. der 
Punkte (z,,..., 2%,), in welchem ein zum zweischaligen Hyperboloid !!’&r =0 ge- 
höriges Volumenelement definiert ist. x heißt elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch, 
je nachdem !&r>0, =0 oder <O ist. Ist I'(S,a) die Gruppe der Einheiten € 
mit Ca=a, so ergeben sich für das Fundamentalvolumen v(&,.a) zu I'(S,a) Be- 
ziehungen zu v($) der (n — 1)-ären oder (n — 2)-ären Restform $, welche unter Er- 
gänzung von a’Sa in gewisser normierter Weise © liefert. Die darin auftretenden 
Größen werden zur Definition der Koeffizienten m(&, a) benutzt. Für Realteil (s)>%n 
setzt man nun L.(&, 8) = Im(S, a) (—(1a’Sa)*, (e=0, 1) 
worin über ein volles System nichtassoziierter hyperbolischer (für e = 0) oder ellip- 
tischer (für e=1) Gitterpunkte des n-dimensionalen affinen Raumes (z,,..., 2.) 
summiert werden soll. In einigen Hilfssätzen werden Identitäten mit vielfachen Inte- 
gralen hergeleitet. Unter Benutzung der Poissonschen Summenformel folgt nun die 
Regularität der {-Funktionen in der ganzen endlichen s-Ebene bis auf einen oder zwei 
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Pole, deren Residuen angegeben werden. Außerdem findet man Funktionalgleichungen. 
Für £,(&, s) erhält man dabei nur für gerade n Aussagen, auch für £,(6, s) sind die 
Ergebnisse für gerade und ungerade n verschieden. Eine besondere Ausnahmestellung 
nehmen im Beweis und Ergebnis die ternären Formen, welche die Null rational dar- 
stellen, ein. — Durch die Mellinsche Transformation geht die Funktionalgleichung 
von £,(&, s) in eine Aussage über das Verhalten gewisser durch © definierter Funk- 
tionen bei der Modulsubstitution &—>—1/x über. Wieder weicht das Ergebnis bei 
ternären Nullformen bedeutend hiervon ab, man erhält eine Formel, welche in einem 
Spezialfall schon von Mordell (Messenger of Math. 49, 65) angegeben wurde. 
'  Landherr (Rostock). 

Hlawka, Edmund: Über die Approximation von zwei komplexen inhomogenen 
Linearformen. Mh. Math. Phys. 46, 324—334 (1938). 

Es sei f(z, y) = (ax + By — &)(yz + öy— no), wo &,ß,Y; 6, &,n0 komplexe 
Zahlen mit &8&— ßy=1 sind. Dann gibt es ganze Zahlen x, y des Körpers k(r) 
mit |/(2,y)| =}. Das Gleichheitszeichen darf dann und nur dann weggelassen wer- 
den, wenn /(z, y) nicht mit (2 — (1 + s))(y — #1 + )) arithmetisch äquivalent ist. 
Liegt &/ß nicht in k(i), so gibt es ganze x, y aus k(i) mit |f(z, y)| <% und mit be- 
liebig kleinem |xx + ßy — £,|. — Bei dem Beweis dieses Satzes wird der Ford- 
Perronsche Satz [Trans. Amer. Math. Soc. 27, 146—154 (1925); Math. Ann. 103, 
533-544 (1930); 105, 160-164 (1931), dies. Zbl. 2, 13] über die Lösbarkeit der Un- 
gleichung |g94 — p|< 3-3 |q]”! durch ganze p,g aus k(f) (bei vorgegebenem A) be- 
nutzt. Jarnik (Praha). 


Gruppentheorie. 


Dubuque, P. E.: Sur le th&or&me de Frobenius. Rec. math. Moscou, N.s. 2, 
1247—1253 (1937). 

Es sei @ eine Gruppe der Ordnung g, und es seien n und m Teiler von g, wobei n 
ein Vielfaches von m sei. A sei eine Klasse konjugierter Elemente der Ordnung m 
in @. Dann ist die Anzahl der Elemente i von @, deren Ordnung ein Teiler von n ist 
und für die eine Potenz t* in A enthalten ist, ein Vielfaches des größten zu m teiler- 
fremden Teilers von n. Ist A allgemein ein Komplex von Elementen der Ordnung m, 
so ist die Anzahl der Elemente t ein Vielfaches von p(m). Von diesen Sätzen werden 
noch zwei Anwendungen gegeben. Die Resultate sind Verallgemeinerungen der Sätze 
von L. Weisner [Bull. Amer. Math. Soc. 31, 492—496 (1925)],W. K. Turkin und dem 
Autor (s. dies. Zbl. 3, 100; 15, 248). Magnus (Frankfurt a. M.). 

Specht, Wilhelm: Darstellungstheorie der alternierenden Gruppe. Math. Z. 48, 
553—572 (1938). 

Es wird ein System von Polynomen von n Unbestimmten %,, %5,..., 2, kon- 
struiert, die bei gerader Permutation P der z,, 25,..., 2%, gerade die P in einer vor- 
gegebenen irreduziblen Darstellung der alternierenden Gruppe X, entsprechende lineare 
Transformation erleiden. Weiter wird für jede dieser Darstellungen &$ der kleinste 
Wert m angegeben, für den $ zu einer Darstellung mit Koeffizienten im Körper der 
m-ten Einheitswurzeln ähnlich ist. Gehört $ zu der Zerlegung = u +4 + +» 
=>, von n in positive ganzzahlige Summanden, und ist diese Zerlegung 
nicht selbstassoziiert, so kann man m = 1 wählen; 9 kann mit rationalen Koeffizienten 
gewählt werden. Ist dagegen die Zerlegung selbstassoziiert, so sei p das Produkt der 
positiven Zahlen aus der Reihe 2. — 2e +1(füre=1,2,...,r), und es sei p = a?b 
mit quadratfreiem b. Dann ist m = b zu setzen. Schließlich wird der kleinste Wert N 
angegeben, für den sich alle Darstellungen 9 gleichzeitig im Körper der N-ten Ein- 
heitswurzeln schreiben lassen. Die gelegentlich vom Verf. ausgesprochene Behauptung, 
daß für jede Gruppe & von endlicher Ordnung die entsprechende Zahl N das kleinste 
gemeinsame Vielfache der bei den einzelnen irreduziblen Darstellungen von & auf- 
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tretenden Zahlen m ist, ist übrigens nicht allgemein richtig, wie das Beispiel des direkten 
Produkts der Quaternionengruppe mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung 4 zeigt, 
wo N =4 ist, während für eine irreduzible Darstellung zweiten Grades m =3 gilt. 
Auf das Ergebnis des Verf. für X, ist dies nicht von Einfluß, weil hier der Schursche 
. Index der Darstellungen immer 1 ist. R. Brauer (Toronto). 


Derry, D.: Über eine Klasse von Abelschen Gruppen. Proc. London Math. Soc., 
II. s. 43, 490—506 (1937). 

Es sei S eine Menge von rationalen Primzahlen, die eine festgewählte Primzahl p 
nicht enthält. Mit Z werde der Ring aller rationalen Zahlen bezeichnet, deren Nenner 
sich als Produkt von Zahlen aus 8 darstellen läßt; es sei P der Ring der rationalen 


Zahlen der Form —— mit a in I und m>0. Dann werden Untergruppen ® eines 


endlichen P-Moduls untersucht, die selbst I-Moduln sind. Ist P der p-adische Körper, 
so läßt sich & als Durchschnitt von P® und © darstellen, wo & die abgeschlossene 
Hülle von & in P®& bedeutet. Ist I der Ring der ganzen p-adischen Zahlen, so gelten 
Darstellungen P$&=Pu, +---+ Pu, = Pu +--+Pu+lust--- +1 
wo v,= D’m,ıu; und M = (m,,) eine nichtsinguläre Matrix aus ? ist. Es sei X 
die Gruppe aller »-reihigen Matrizen aus P, deren Determinante eine Einheit aus P 


st; es sei ® die Gruppe aller Matrizen der Form In al wo B, eine k-reihige reguläre 
1 


Matrix aus P, D, eine Matrix mit k Zeilen und » — k Spalten aus P und (, eine 
(n — k)-reihige Matrix aus I ist, deren Determinante eine Einheit aus / ist. Durch © 
ist dann M nicht eindeutig bestimmt; man kann M bei passender Wahl der %, und v, 
durch AMB mit A in \ und Bin ® ersetzen. Die Klasse von M im Sinne dieser 
Äquivalenzdefinition zusammen mit k und n charakterisiert © dann eindeutig be- 
züglich Isomorphie. Diese Resultate werden angewandt, um die Untergruppen eines 
endlichen Moduls über dem Körper der rationalen Zahlen bezüglich Isomorphie durch 
Invarianten zu charakterisieren. Schließlich werden für die in einem endlichen P-Modul 
enthaltenen /-Moduln im Fall n = 2 und einer leeren Menge S die Automorphismen- 
gruppen untersucht. R. Brauer (Toronto). 


Birkhoff, Garrett: Analytieal groups. Trans. Amer. Math. Soc. 43, 61—101 (1938). 

Continuing his researches in the general theory of continuous groups (see this 
Zbl. 16, 204) the author presents a systematic development of the concept of ““analytical 
group” based on somewhat weaker assumptions than those used previously. By an 
analytical group is meant any region about the origin © of a Banach (parameter) 
space in which an associative multiplication is defined with © as the unit and such 
that the norm |(xay — zby) — (a — b)|.is dominated by the product of |a — b| and 
a function which tends to zero with |a| + |d| + |z| + |y|. Near © it is shown that 
multiplication is continuous and every x has a unique inverse which is continuous in z, 
i.e., an analytical group contains a topological group nucleus. A correspondence be- 
tween rectifiable paths issuing from the origin is developed in such a way that it 
generalizes the correspondence between the sum and product integrals of a function 
whose values are matrices. His study of paths enables the author to introduce canonical 
parameters into an analytical group and show that any topological isomorphism be- 
tween analytical groups under canonical parameters is necessarily a linear trans- 
formation. The notion of the adjoint of a Lie group is extended to analytical groups. 
Every analytical group @ possesses a bilinear “commutation function” [z, y] which 
determines @ to within local isomorphism and is such that the parameter space of @ 
is a metric Lie algebra L(@) relative to sums, scalar products and [x, y]. Conversely 
every metric Lie algebra is the Lie algebra of an analytical group. The analytical 
subgroups of @ are in 1— 1 correspondence with the closed subalgebras of L(@) and 
normal subgroups correspond to invariant subalgebras. N. Dunford (New Haven). 
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Analysis. 


Caro, Vietor E.: Die Null und das Unendliche, die Zahl e und die Zahl x. Rev. 
Acad. Colomb. Ci. exact. etc. 1, 411—414 (1937) [Spanisch]. 
.. Anghelutza, Th.: Sur une &quation fonetionnelle qui d&finit les polynomes & plu- 
sieurs variables. Bull. Sci. math., II.s. 61, 357—360 (1937). 
The only continuous functions f(x, y) satisfying the functional equation 


De 1), I Ma+vh,y+vk)=0 
‚=0 


(identically in x, y, h, k) are the polynomials of degree n— 1. A similar result holds 
for an arbitrary number of variables. The case of a single variable has been dealt 
with in a previous paper of the author [Mathematica 6, 1 (1932)]. The general theorem 
is closely related to an older result of Fr&chet (Nouvelles Ann., IV. s. 9, 145). Szegö. 

Grossehmid, Lajos: Eine allgemeine Ungleichung. Mat. fiz. Lap. 44, 40—47 
u. deutsch. Zusammenfassung 47 (1937) [Ungarisch]. 

Letn >1,andleta,,a,,... ., a, be positive, excluding the casea, == --- = qa,. 
A simple proof is given for the well-known inequality AlogA < A’ where A and 4” 
denote the arithmetic mean of {a,} and {a, loga,}, respectively. @. Szegö. 

Schmidt, Hermann: Über Existenz und Darstellung impliziter Funktionen bei 
singulären Anfangswerten. Math. Z. 43, 533—552 (1938). 

In a first part the author investigates similarly to Lettenmeyer (cf. this Zbl. 8, 2; 
13, 244) the solutions y=@(z) of f(z, y)=0 which tend to 0 as z tends toO where f is 
given by a Laurent series convergent in the neighborhood of the origin. It is assumed that 
the coefficients of the series determine a polygon of Newton. In contrast: to Letten- 
meyer the author is interested in the question of convergence and not in formal 
solutions. He gives necessary conditions for the existence of algebroid solutions. In 
a second part the results are applied to hypergeometric series by treating one of the 
parameters as a second variable. Expansions for the zeros of the polynomials of 
Laguerre, Hermite and Legendre are obtained. Finally in a third part: the author 
returns to the general question and investigates under further specializations the case 
where the Laurent series does not converges in the immediate neighborhood of the 
origin. The exact statements of the theorems are too long to be reproduced here.. 

F. Bohnenblust (Princeton, N. J.). 

Boas jr., R. P.: Asymptotie relations for derivatives. Duke math, J. 3, 637—646 
(1937). 

Suggested by an important theorem of Hardy-Littlewood, the author proves 


that from n 
ZAwe)<00), Fa) =00), 


the estimates (x) = O(x”*) follow; here A, are constants, A, +0, /M(z) is con- 
tinuous for 2>0, >oo,andk=1,2,..,n—1. I£ the second O(l) is replaced 
by o(l), we can also write (x) = o(z”*). Other more general theorems furnish 
bounds for f® (x) involving a certain positive function with some increasing properties. 


The differential expression in question can also be generalized. @. Szegö. 
Hadamard, J.: Sur certaines questions de caleul intögral. An. Soc. Ci. Argent. 125, 
1-18 (1938). 


Eine neue Beweisanordnung für die Transformationsformel bei mehrfachen Inte- 
gralen und für die Bestimmung einer Oberfläche als Doppelintegral. Bekanntlich sind 
diese Formeln sehr plausibel, während die strenge Beweisführung nicht ganz einfach 
ist und oft auf weniger anschaulichen Wegen gebracht wird. Verf. zeigt, wie man den 
Plausibilitätsansatz direkt in Strenge durchführen kann. Ferner wird die Einführung 
der trigonometrischen Funktionen mittels der Integraldarstellungen ihrer Umkehr- 
funktionen besprochen. Rogosinski (Cambridge). 
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Krav&uk, M.: Sur quelques approximations dans le problöme des moments pour 
les fonetions de deux variables. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 17, 283—285 (1937). 
Extension of the results of a previous Note (this Zbl. 16, 107) to two (and more) 
variables. — Let P(x, y) and Q(z, y) be non-negative, with A2,P, 42,9=0 ina 


x 


zy 
certain rectangle. An upper bound is derived for | [(,Q0— d2,P)|, in terms of 


the upper bounds for 3 Fr in the said rectangle and of the upper bound of 
lex|; where o45 947 Ä 
&ı >= coskn? T* cosin !F (,Q — &,P) (Ser; Ran). 


“ Bß 
— Application is made to the classical moment-problem; all &;=0. J. Shohat. 


Approximation von Funktionen, Orthogonalentwicklungen: 

Sakurai, Tokio: On sets of some non orthogonal funetions. Töhoku Math. J. 44, 
94—114 (1937). 

The functions of a sequence 9,(2), 9g(2),..., defined in an interval (a, b), are 
said to be orthogonal to each other excepting the first r neighbourhoods, if the inte- 


b 
grals . Pr(2)p(z)dx vanish when |k— 1|>1r, and are different from zero otherwise. 


a 
It is shown that each function of such a system is a linear combination of r functions 
of an orthogonal system. Examples illustrating this notion, A. Zygmund. 

Feldheim, Ervin: Sur une propri6t& des polynömes orthogonaux. J. London Math. 
Soc. 13, 44-53 (1938). 

Let {w„(z)}’be a set: of orthogonal polynomials such that the following condition 
is satisfied for each n: (—1)’@„_,(2,„) is independent of » (it depends on n) where 
the zeros z,„ of ®,(x) are arranged in increasing order. Then, save for a constant; 
factor and a linear transformation, (x) is the n-th Tchebychef polynomial of the 
second kind. The proof makes use of Lagrange interpolation formula and of the 
recurrence formula satisfied by the orthogonal polynomials. There exist other sets 
of polynomials (without the orthogonality property) satisfying the same condition as 
before. This is illustrated for n = 1,2, 3,4. Furthermore some more general problems 
are indicated in which (— 1)” is replaced by a preassigned sequence {a,}. @. Szegö. 

Kae, M.: Une remarque sur les polynömes de M. 8. Bernstein. Studia Math. 7, 
49—51 (1938). 

Let f(t) be defined in [0, 1] and satisfy there a Hölder condition of the exponent &, 
0<a&=1. The author investigates the approximation ö„(f) of f(t) by 8. Bernstein’s 


polynomials n 
” N 
Dre)h)ru-n. 
v=0 


He obtains the result ö, (}) =O(n”*!2), and shows that O can not be replaced in general 
by o @. Szegö (St. Louis, Mo.). 

Reijnierse, J. M.: Sur la limite d’une suite de polynomes. Nieuw Arch. Wiskde 19, 
241—248 (1938). \ 

D’apres l’au., cet: article „pretend &tre l’introduction & une etude qui s’occupera 
de la deduction de quelques conditions suffisantes pour qu’une fonction /(z) definie 
dans un domaine D quelconque du plan des z soit la limite d’une suite de polynomes“, — 
On trouve ensuite une demonstration „‚elaboree‘ d’un theor&me de P. Montel (Legons 
sur les series des polynomes, p. 100—103; cf. M. Lavrentieff, Sur les fonctions d’une 
variable compiexe representables par des series de polynomes, p. 9, th. 6. Paris: Her- 
mann 1936). W.@Gontcharoff (Moscou). 
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Krein, Mark: Sur les d&veloppements des fonetions arbitraires en series de fonetions 
fondamentales d’un problöme aux limites queleonque. Rec. math. Moscou, N. s. 2, 
923932 (1937). 

Let {A,} be the sequence of the characteristic values, and {p,(2)} the sequence 
of the fundamental functions of the self-adjoint boundary value problem 


L(y)—Aoy=0, Uy)=0, i=12,...2n, (2) 
where L(y) -2(- 1)"D* (1, DE y), 4a) € un in [e, b], e(@) EC, and does not vanish 
in [a,b], and the operators U;(y) a y®(a) + Bu y®(b) are reduced to the 


“canonical form”, in which &,; = Bi Do =], E „rk=nn-+tl,. „2n—1. 
The following result is proved. (1) In order that a fanction g(x) would have a derivative 
gm) € L?(a,b) and would satisfv the geendey, undenE U(=I, i=1,2,. 


it is necessary and sufficient that Ine< %; = —L g(2)p,(z)e(z)dx; (2) under 
the above condition the expansions "ge (a) -3 c,p %2), k=1,2,..,n—1 con- 


verge uniformly and absolutely, and 9 (x) -2 c,9%(z) converges in the mean of 


au ID Fomarkn (Plane. 
Akbhiezer, N.: Sur un th&ordme de $. Bernstein eoncernant la formule de quadrature 
de P. Tsehebycheff. J. Inst. Math. Acad. Sci. Ukraine Nr 3, 75—81 u. franz. Zusammen- 
fassung 82 (1937) [Ukrainisch]. 
‚On dit qu’une fonction p(x), definie et integrable dans l’intervalle (0, 1) et jouissant 
1 


de la propriete [ p(z) dx + 0, admet la formule de quadrature de Tchebycheff 


Ö 
d’ordre n, s’il existe n nombres 2, (OS a 1) tels 1 l’on ait 


[ Pla) p(e) da = en [ pl@)da, 
m-1 
& condition que 7 x) soit un polynome are de degre zn. En posant 
p(a) = a1 — a (—I=o,ß SH 3%), l’au. demontre que, sauf le cas bien connu 
oa&x=ß=—4, & partir d’une certaine valeur den (n>N(c, ß)), la fonction p(x) 
n’admet pas la formule de Tehebycheff. — Pour le cas oa x = 8 = 0 voir 8. Bern- 
stein [C. R. Acad. Sci. URSS 14, 323—327 (1937); ce Zbl. 16, 159]. La d&monstration 
ici exposee est nouvelle. W. Gontcharoff (Moscou). 


Reihen : 


Hornich, Hans: Zu einer geometrischen Theorie der Reihen. Mh. Math. Phys. 46, 
266—276 (1938). 
Deux parties dans ce travail: I. Etant donnes une serie numerique & termes 


positifs divergente dont le terme general a, tend vers zero, et un entier n>3, il existe 
2 


0) 
une suite l,,l,,... d’entiers tels que la serie D’a,C” (on C=er 2, soit ind&terminee, 
V’ensemble d’indstermination coincidant, pour un choix convenable des exposants 1,, 
avec tout: ensemble ferm& et bien enchaine donn& & l’avance dans le plan de la variable 
complexe. Cet: ensemble peut &tre le plan tout entier, l’ind&termination obtenue &tant 
totale. — II. Etant donnes un nombre n et une serie absolument convergente de terme 
general a,, l’ensemble A, des sommes des series D)a,2“ pour tous les choix possibles 
des l,, fournit des tenseignements sur la convergence de la serie. Sa mesure super- 
ficielle @(A,) peut servir & mesurer cette convergence. L’auteur donne quelques 
theor&mes sur cette mesure et sur la constitution de A, dans certains cas particuliers. 
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Pour la serie a, = 57 et pour n=3, A, est un continu consider par Sierpinski 


et generalisant l’ensemble rectiligne parfait discontinu de Cantor. E. Blanc. 
Hornich, Hans: Zu einer geometrischen Theorie der Reihen. II. Mh. Math. Phys. 
46, 317—320 (1938). 
Complement au me&moire precedant: 1° L’auteur precise la relation entre 9(4,) 
et la serie I |a,|. — Si k(e) est tel que le reste [ag 41] + -- |ap42| + <e,ona 


ke) > ,gu log plA,) — log(mer)l. 


2° SD ja,|=1 et si les a, sont reels et positifs, A, est entiörement: contenu dans 
le polygone regulier de n cötes inscrit dans le cercle unite et: possedant un sommet 
sur l’axe reel. E. Blanc (Toulon). 
Sehubert, Erich: Über die Konvergenz reeller Reihen von der Form >> > en - 
Mh. Math. Phys. 46, 277-303 (1938). ee) 
La simple convergence d’une telle serie en 2n points distinets entraine sa con- 
vergence en tout point different des a,; pour le casden=2etden=3, 2n est le 
nombre minimum de points en lesquels il faut supposer la convergence simple pour 
que le conclusion reste valable. On peut cependant affirmer aussi que la convergence 
& lieu partout: 1° Si on suppose la convergence absolue en n points distincts. 2° Si 
on suppose la convergence en n points distincts et si en outre, pour un nombre & 


1 


—— — —. | Teste 
a,— € A,41ı € 


* 2 S e 1 o— 
quelconque different des a,, la variation U: a z) = 


finie. — Ces resultats sont valables pour c® reel, x reel, a, reel, les a, &tant tous diffe- 
rents et formant une suite croissante ayant pour limite +00. E. Blanc (Toulon). 
© di) (2) 
. c, c, 
RR K.: Über Reihen von der Form > (2 + Re; enge 
v =1 
2 a) . Mh. Math. Phys. 46, 304—309 (1938). ” 


a 


Extension & c® et z complexes du resultat de E. Schubert (voir le ref. pree.) 
sur la convergence d’une telle serie. L’auteur montre en outre que dans tout domaine 
ne contenant aucun a, la convergence est uniforme et par consequent la somme est. 
une fonction analytique en tout point 2 distinct des a,. E. Blanc (Toulon). 

Chowla, S.: On a trigonometrie sum. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 7, 177—178 
(1938). 


It is proved that for large k and g 


DI sin? (2) / sin? (=?) — kÖ(g) + O(R°+>). 


° ST a 

pP, g)= 

The sum arose in an unpublished manuscript of Hardy and Littlewood on the 
difference between consecutive primes. E.C. Titchmarsh (Oxford). 


Sz. Nagy, Bela de: Proprietes extr&males des söries de Fourier transformees par des 
suites absolument monotones. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 808—811 (1938). 
Soit f(x) une fonction integrable de periode 27 et telle que: 


/a)|l<1; H2) -D (az coskz + by sinka); m>1 
k=m 


l’auteur d&montre les deux resultats suivants: 1° Soit A(m), A(m +1),... une suite 
de multiplicateurs absolument monotone et tendant vers zero, alors la serie: 
oo 


Di A(k)(a, coskz + b, sinka) 
k 


=m 


Zentralblatt für Mathematik. 18, 14 
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est la serie de Fourier d’une fonction continue /*(x) et l’on a: 


[o =] 


4 — 1) 
I*(@) | = (sgneosma)t, = — . Er A(2vm + m). 
= v=0 
2° Si, de plus, la serie D)k-!A(k) converge alors la fonction /*(x) conjuguee de /*(z) 
est continue et !ona: k=m 00 
ne 4 1 
|/*(@)| < — (sgn sinmz)*_, = DH re A(2vym + m). 
J. Favard (Grenoble). 


Cameron, R. H.: Analytie functions of absolutely eonvergent generalized trigono- 
metrie sums. Duke math. J. 3, 682—688 (1937). 

It has been shown by Wiener that a nowhere vanishing periodie function with 
an absolutely convergent Fourier series has a reciprocal whose Fourier series also con- 
verges absolutely. Previous to that the reviewer had shown that reciprocals of trigono- 
metric polynomials which are bounded away from zero on the real axis are almost 
periodic functions whose Fourier series is absolutely convergent. — Wiener’s theorem 
was extended by Levy from reciprocals to general analytic functions. — The author 
proves a theorem containing all these results. Let /(z,, £,, . ..) be an almost periodic 
function over the Euclidean finite or infinite dimensional space whose Fourier series 
eonverges absolutely, and let R be the closure of its set of values. Then if F(z) is a 
funetion analytic over an open set S containing R, it follows that F(f(z,,...) has 
an absolutely convergent Fourier series. Bochner (Princeton). 


Dirichletsche Reihen, fastperiodische Funktionen: 


Hecke, Erich: Über Dirichlet-Reihen mit Funktionalgleichung und ihre Nullstellen 
auf der Mittelgeraden. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1937, 73—95 (H. 2). 

Hardy’s theorem on the existence of an infinity of zeros of {(s) on 0 = $ is genera- 
lised (along the lines of Landau’s simplified proof) as follows. Suppose (i) @(s) has: 


a real Dirichlet expansion I'a„n"° in some half-plane a >o, and is of “signature” 


1 
G,ky A>0,k>0,y=+I) [i.e. (s— k)p(s) is an integral function of finite 
order and Rs) = (2r/A) "I (s)op(s) satisfies R(k — s) = yR(s)], (ü) the associated 


Mod=a+ Dame: la,=y(27/A)*T'(k)o,o = residue of 9(s) at s=k; X(r)> 0] 
1 


satisfies f(e?°) = O(e”?) when e> +0 (0=ß<%(k+1)); then @(s) has an infinity 
of zeros on Ga = $k. Various classes of cases covered by this theorem (or modifications 
of it) are then enumerated. The classification, and the verification of the O-condi- 
tion (ii), are based on the theory of automorphie functions — a natural instrument 
since under the above conditions f(r) satisfies ((r-+4)=f(r), (— ir) *(—1/r)=yf(r). 
Ingham (Cambridge). 

Dvoretzky, Aryeh: Les abseisses d’holomorphie et de me&romorphie des fonctions 
analytiques repr&sentces par des söries de Dirichlet. ©. R. Acad. Sci., Paris 206, 970—-971 
(1938). & 

Soit f(2) = D)a„e”?r? une fonction analytique definie par une serie de Dirichlet 


possedant un demi-plan de convergence et prolongee le long des droites t = const. 
(On pose z=o +it, on a 0<A,<A<++-) Soit H,(l=ZSn<oo) une abscisse 
telle que /(z) soit m&romorphe et ait moins de n pöles pour o > H,„, tandis qu’il y a 
au moins n pöles ou une singularit& non polaire pour o>H,. L’aut. donne une ex- 
pression de 7„. Onad’abord H, = lim [A — R„(h)], R„(h) designant le rayon du cercle 


de centre reel A & l’interieur duquel /(z) est meromorphe et a n pöles au plus, tandis 
que /(2) an pöles au moins ou une singularit& non polaire telle que |» — |< R,(h). 
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Les formules classiques d’’Hadamard donnent l’expression de R„(R) au moyen d’une 
limite superieure portant sur un determinant form& 3 partir des derivees de /(z) au 
point h. L’expression de H,„ en decoule. En particulier, l’abscisse d’holomorphie est 


donnee par Ds, 
/ Da„AMe-inh 2 
ni @.Valiron (Paris). 


Hartman, Philip, E. R. van Kampen and Aurel Wintner: Onthe distribution funetions 
of almost periodie funetions. Amer. J. Math. 60, 491—500 (1938). 

Es ist: bekannt, daß jede fastperiodische Funktion z(t), —oo <t <-+oo, eine 
asymptotische Werteverteilung besitzt und daß diese im Falle linear unabhängiger 
Exponenten und in einigen verwandten Fällen besonders glatt ausfällt. Die vorliegende 
Arbeit beschäftigt sich mit der Aufsuchung von andersartigen hinreichenden Bedingungen 
für eine vorgeschriebene Glattheit der Werteverteilung. Die eigentlichen Ausführungen 
beziehen sich auf Bohlsche Funktionen und führen auf Grund des Kronecker-Weylschen 
Satzes auf eine Untersuchung der Werteverteilung von Funktionen mit vorgeschriebenen 
Glattheitseigenschaften auf einem n-dimensionalen Torus. Diese Untersuchung beruht 
auf einer Diskussion der durch eine derartige Funktion vermittelten Abbildung des 
Torus auf die komplexe Ebene. B. Jessen (Kopenhagen). 


Cameron, Robert H.: Linear differential equations with almost periodie eoeffieients. 
Acta math. 69, 21—56 (1938). 
Soit le systeme differentiel lineaire et: homogöne: 


A, = Jim, bh — Ye im -, 


= Da) Ed) G=1,2, ...,n) 
1 


dont les coefficients &;,(t) sont des fonctions p. p. (le cas du syst&me non-homogene 
peut se ramener & celui-ci); nous &crirons: 

Diz()] = Alt) z(t 1) 
oü x(t) designe le vecteur de composantes &,, D[x(t)] sa derivee et A(t) la matrice 
carree d’el&ments &;,. On posera: x = O*[f(t)] pour +00 (on — oo) s’il existe 2 con- 
stantes c, et: Ca telles que, pour i suffisamment grand: 


n 
ale) < Zeil <oflt). 
Une solution de (1) est dite de type p.p. si l’on a: 
10 
t 


z()= ne >, Ya,ra—»(t) (2) 


o=1 v=0 


oü les Y.,,(f) sont des vecteurs p. p. et les A, des nombres reels (A, >A,>.-->4,). 
Le module ae la solution sera le plus petit module contenant ceux des %,,,(t). — Le 
but du travail est d’obtenir des conditions necessaires et: suffisantes pour que les 
solutions de (1) soient de type p. p. et: des conditions suffisantes pour qu’une solution 
particuliere soit de type p.p.: 1° (d&composition) Si (2) est une solution de (1), on 
peut toujours l’&crire, et cela d’une seule maniere, de fagon que: 


20 Porta 


t et: 
eto (v =} + gq)! Yan vlt) 
rg —g 
soit aussi une solution. 2° Si & toute ensemble fini «9%... x de solutions de (1), 
on peut faire correspondre un nombre reel A et un entier r>0 tel que: 


Frank) = Or(Ar) pour +0 
v=() 


14* 
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on dit que le systöme satisfait & da condition I. — Pour que toutes les solutions de (1) 
soient de type p.p., il-est necessaire que ce systöme satisfasse & la condition I. Si cette 
condition est r&alisee pour +00, elle l’est: pour — 00; elle est invariante par le passage 
& la limite, c’est & dire que si (1) la verifie, tout autre systeme: D[x(t)] = Al)z(t), 
avec Alt) = lim A(t + h,) la verifie egalement. 3° Soit M un module de nombres 


et f(t) un vecteur; s’il existe une suite de nombres positifs: R,, hg, .. ., telle que, pour 
tout element ® de M on ait: lim ®h; = 0 (mod2n) 
>09 


et que, quel que soit £: lim /(t + h,) = Oft) 
i>o 


oü 0 est une constante +1 avec |@| = 1, on dira alors que /(f) presente positivement 
une torsion par rapport & M. — Pour que toutes les solutions de (1) soient de type p. p. 
avec un module contenu dans un module M contenant celui de A (t), il faut et il suffit 
que la condition I soit satisfaite et qu’il n’existe pas de solution, reelle ou imaginaire, 
ayant un multiplicateur exponentiel e”*! tel que e”*!x(t) soit borne et, en m&me temps, 
presente positivement une torsion par rapport & M. — Les autres r&sultats obtenus 
par l’auteur sont egalement interessants mais les enoncer nous entrainerait & trop 
de longueurs & cause des nouvelles notions introduites et qu’il faudrait definir. Favard. 


Petersen, Richard: Eine doppelt-fastperiodische ganze transzendente Funktion. 


Danske Vid. Selsk., Math.-fys. Medd. 15, Nr 8, 1—25 (1938). 
Soit s=0 + it et &„ une suite de nombres positifs tels que la serie > &7m CONVverge, 
posons: 1 1 1 z 1 
Pol 22) nor a u 
4 ko,ı 


@— 2-23) = (— 2 — 25)% un 
Le developpement en serie du 2° membre &tant obtenu par la formule du binöme 
n’est valable que pour: | — 2— 2i| > Y2; appelons y, (s — 2 — 2i) la somme des n, 
premiers termes de ce developpement et posons: 
fo(s) PAD -(4r+29—- dar; File) ml - 4p+2)— (49 +22] 

2,4 2,4 
la sommation &tant &tendue & tous les couples de nombres entiers. On d&montre qu’on 
peut choisir n, de fagon que: 

Aka) —hld)l<c pour |o|<=% etpour |il=<}. 

En &erivant 9,(8— 4 — 4) = y,(s— 2 — 21) + y(s — 6 — 2:1) + v(s — 6 — 6i) 
+ Yy,(s — 2— 6i) on a aussi: 3 


fs) = Zpıls — &p +4) — (89 +4) 1]. 
(@,q 


On tire alors 9, & partir de 9, comme %, & patir de 9,, puis on construit: f,(s) telle que: 
ha)—-hke)|se dans |o|<1 et dans |il<1 
et ainsi de suite: On construit /„(s) & partir de f„_ı(s) de fagon que; 
I/m-1ı() — m()| = em dans |o|<2”-? et dans |t| < M-2. 
La limite /(s) de /„(s) est entire, p. p. par rapport & o dans [— co, +00] et p. p. par 
rapport & t dans [—-o©0, + oo]. J. Favard (Grenoble). 

Delsarte, Jean: Sur une extension nouvelle de la notion de presque-periodicite. 
C. R. Acad. Sci., Paris 206, 573—575 (1938). 

Almost periodie functions are linear combinations of exponentials e#= and their 
elosures. The author replaces e‘** by (Ax)-?J,(Ax), for a fixed constant p, intro- 
duces for each p two types of almost periodic functions, and enumerates analogues 
with properties of the classical functions. Bochner (Princeton). 
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Spezielle Funktionen: 


Feldheim, Ervin: Quelques nouvelles relations pour les polynömes d’Hermite. 
J. London Math. Soc. 13, 22—29 (1938). 

Let H„(z) be Herinite’s polynomial in the usual notation, and let m, n, p be non- 
negative integers. | m -+n + p= 2s is even, and a triangle with the sides m, n, p 
exists, we have 


+00 
BSR nen, m!n!p! 
fe “ H„(&)H,(x) H,(x) dt = m! 2 = m)!(s—n)!(e—p)!' 


In the other cases the integral vanishes. [There is a misprint in the main formula 
on p. 25; bl has to be replaced by Ins 9. The analogous problem for Laguerre 


polynomials is also indicated. The further part of the paper deals with a new proof 
of the formula +00 
fe"? A,„(z + it) da = (2n)'ki" H,(t), 


previously (Bull. Sci. Math. 61, 10; this Zbl. 16, 29) obtained by the author.. @. Szegö. 

Watson, 6. N.: A note on the polynomials of Hermite and Laguerre. J. London 
Math. Soc. 13, 29—32 (1938). 

The author gives new proofs for the integral formulas of Feldheim (see the 
previous review) involving the product of three Hermite and Laguerre polynomials, 
respectively. In both cases the generating function is used. In the Laguerre case the 
result can be expressed in terms of the’ function z„F,. G. Szegö (St. Louis, Mo.). 


Meijer, €. S.: Integraldarstellungen für Produkte von Legendreschen Funktionen. 
Nieuw Arch. Wiskde 19, 207—234 (1938). 

This paper contains the discussion of a large number of integral representations 
for the products of associated Legendre functions of the first and second kind. Bessel 
functions or Legendre functions appear under the integral sign. The validity of the 
representations is carefully investigated. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 

Varma, R. S.: Some infinite integrals involving Weber’s parabolie eylinder functions. 
J. Indian Math. Soc., N.s. 3, 25—33 (1938). 

Verf. geht aus von der Reihenentwicklung einer Kummerschen Funktion und 
berechnet mit Hilfe eines bekannten unendlichen Integrales, dessen Integrand das 
Produkt einer Potenz, einer Exponentialfunktion und einer Whittakerschen Funktion 
ist, ein unendliches Integral, dessen Integrand das Produkt einer Potenz, einer Ex- 
ponentialfunktion, einer Kummerschen Funktion und einer Whittakerschen Funktion 
ist. Als Sonderfall der Kummerschen Funktion betrachtet er eine Laguerresche Funk- 
tion und, da eine Laguerresche Funktion auch einen Sonderfall einer Whittakerschen 
Funktion multipliziert: mit einer Potenz und mit einer Exponentialfunktion darstellt, 
erhält er ein unendliches Integral über das Produkt zweier Laguerrescher Funktionen, 
multipliziert mit einer Potenz und einer Exponentialfunktion. Dieses Integral kann 
als Verallgemeinerung der bekannten Orthogonalitätsbeziehung der Laguerreschen so- 
wie der Weberschen Funktionen betrachtet werden. Als weiterer Sonderfall der er- 
wähnten Kummerschen Funktion ergibt sich nach einiger Berechnung ein unendliches 
Integral über das Produkt einer Besselschen Funktion, einer Whittakerschen Funk- 
tion und einer Exponentialfunktion. Im Ergebnis dieser unendlichen Integrationen 
treten verallgemeinerte hypergeometrische Funktionen auf. Diese Funktionen ver- 
einfachen sich in vier Sonderfällen zu Kummerschen Funktionen. Durch Einsetzen 
ergeben sich unendliche Integrale über Produkte von Weberschen Funktionen, Hum- 
bertschen Funktionen, Exponentialfunktionen und Potenzen, wobei im Ergebnis dieser 
Integrationen Kummersche bzw. Webersche Funktionen auftreten. Durch Anwendung 
einer Formel der operatorischen Rechenweise erhält Verf. noch unendliche Integrale, 
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deren Integranden Produkte einer Weberschen Funktion, einer Humbertschen Funk- 
tion, einer Besselschen Funktion, einer Exponentialfunktion und einer Potenz sind. 


M.J.O. Strutt (Eindhoven). 
Difterentialgleichungen, allgemeine Theorie: 


Mitrinoviteh, Dragoslav $.: Sur une elasse d’öquations differentielles. Bull. Sci. 
math., II.s. 62, 36—41 (1938). t 
L’equation [yD +a,y"D +... 3“ all + + dr) t+e=0 est Equi- 
valent au systeme „PD + --- + ayy4ı Sn Fr eg 2 
au nombre n — 1 sur les fonctions a,, b,. Generalisations. S. Finikoff. 


Lusternik, L.: Sur une elasse d’&quations diff6rentielles non lin&aires. Rec. math. 
Moscou, N. s. 2, 1143—1166 (1937). 

Die Funktion F(z, y, y') sei hinsichtlich der Argumente y und y’ homogen vom 
Grade 2k, und es sei F,„ >0 für k=1, F,y=0(und F,y=0 nur, wenn y=y=0) 


für k>1. Dann werden für die Randwertaufgabe (*): = (?, _ de Fr) = /y*-1 
b 


sous certaines conditions 


ina<zsb, y(a) = y(b) = 0, die aus dem Variationsproblem [ F(z, y, y') dx = Min 
b a 
unter den Nebenbedingungen l y’kdz=1, y(a) = y(b) = 0 entspringt, eine Reihe 
a 
von Sätzen abgeleitet, die eine unmittelbare Verallgemeinerung von klassischen Sturm- 
Liouvilleschen Sätzen darstellen. Folgende seien hervorgehoben: Es gibt eine abzähl- 
bare Folge von „Eigenwerten“ A, <A, < +, für welche (*) nichttriviale Lösungen 
Yı(z), %(2),... (Eigenfunktionen) besitzt. Die n-te Eigenfunktion verschwindet im 
ern von (a, b) genau (n — 1)-mal. Die Nullstellen zweier Lösungen von (*) trennen 
sich. Es gibt abzählbar unendlich viele linear unabhängige Eigenfunktionen. Die erste 
Eigenfunktion ist dadurch charakterisiert, daß sie im Innern von (a, b) nirgends ver- 
schwindet. Sie löst das obengenannte Variationsproblem. Diese letzte Tatsache ist 
für den Beweis der Sätze der Ausgangspunkt. Rellich (Marburg, Lahn). 

Pierce, Jesse: Solutions of systems of differential equafions in terms of infinite 
series of definite integrals.. Duke math. J. 3, 616—622 (1937). 

Quelques r&sultats nouveaux prolongeant l’article prec&dent cite ce Zbl. 15, 256. 

Janczewski (Leningrad). 

Kasner, Edward, and John de Cicco: Classification of element transformations by 
means of isogonal and equi-tangential series. Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 24, 34—38 
(1938). 

This is a continuation of a previous paper (this Zbl. 17, 276). We employ the 
notation of that abstract: E for element transformation, U in union, I for isogonal 
series and Q for equitangential series. The present paper classifies every E according 
to the number of: (1) U’s it carries into I’s; (2) I’s into I’s; (3) U’s into Q’s; (4) Q’s 
into Q’s. In each of (1), (2), (3) there are four distinct classes; in (4), there are five. 

J. M. Thomas (Durham). 

Titt, E. W.: (n — D)-dimensiontl eharaeteristie strips of a first order equation 
and Cauchy’s problem. Duke math. J. 3, 740-746 (1937). 

The paper extends to n(=3) independent variables the discussion [Goursat, 
Cours d’Analyse, 2 (1924)] of the manifolds on which Cauchy’s problem is indeterminate 
for a partial differential equation of the first order in a single unknown. J. M. Thomas. 

Germay, R.-H.: Les systömes eompletement integrables d’&quations aux diffsren- 
tielles totales et leurs int6grales considördes comme fonetions des valeurs initiales qui les 
determinent. Bull. Soc. Roy. Sei. Liege 6, 347—357 (1937). 

If the coefficients a,; in da,= a,,(z,2)dx, have continuous partial derivatives 
and satisfy the integrability conditions, the author shows that the solution by the 
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method of successive approximations admits partial derivatives with respect to the 
initial values of both the 2’s and the =’s. J. M. Thomas (Durham). 

Germay, R.-H.-J.: Extension du th&ordme de Poinear& aux syst&mes complötement 
int&grables d’&quations aux differentielles totales. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 7, 69—75 
(1938). 

Let S be a completely integrable system of total differential equations in two 
unknowns, in n independent variables, and a parameter A. If the coefficients of 8 are 
holomorphic in the unknowns and the parameter, and if the coefficients of their ex- 
pansions are continuously differentiable in the independent variables, the author proves 
by the method of successive approximations that 8 has a solution which is holomorphic 
in the parameter 4. J. M. Thomas (Durham). 


Differential- und Integralgieichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie: 

Plancherel, M.: Sur le caleul du potentiel de Y’ellipsoide homogene par la m&thode 
du faeteur de discontinuite. Enseignement Math. 36, 331—345 (1937). 

Der Verf. gibt unter Benutzung des Satzes von Fubini über die mehrfachen 
Integrale einen verhältnismäßig einfachen Beweis für die Zurückführung mit Hilfe 
des Diskontinuitätsfaktors des dreifachen Integrals, das man für das äußere Potential 
eines homogenen Ellipsoids erhält, auf ein einfaches Integral. — Der ursprüngliche 
Beweis von Lejeune-Dirichlet (Werke 1, 377—880 u. 2, 11—16) ist an einer Stelle 
lückenhaft, der Beweis von Kronecker (Vorlesungen über die Theorie der einfachen 
und mehrfachen Integrale, 1894, 317—341) sehr umfangreich und schwerfällig. 

Stefan Bergmann. 

Lahaye, Edm.: La r6solution des &quations de M. Störmer par des. iterations 
integrales eonvergentes r&elles. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 23, 840-856 (1937). 

Auf die gewöhnlichen Differentialgleichungen, die der Störmerschen Theorie des 
Nordlichtes zugrunde liegen, wird die Methode der sukzessiven Approximationen in 
einer modifizierten Form angewandt. Die Modifikation besteht darin, daß die Diffe- 
rentialgleichungen mit Konvergenzfaktoren versehen werden, die die Konvergenz- 
abszisse des Prozesses beliebig weit zu erstrecken gestatten (innerhalb des Existenz- 
intervalles der Lösung). Wintner (Baltimore). 

MeLaechlan, N. W.:.Submarine eable problems solved by contour integration. Math. 
Gaz. 22, 37—41 (1938). 

The current I at a point distant x from the battery is first expressed by a contour 
integral e+ioo 

I= (4/2i) [ explet — zZ[v](2 + 2b) dz/jzZ, 
e—- 1x0 


where A=E,ye/L, Z?= (2 + &)?— ß?. This is then transformed into 
t 
I = Ale” °t1,(ßT) + 2b [e” I, (BT) dt 
«ir 


where v2 T? = v2t? — x2. Similarly the potential difference is expressed as a contour 
integral whose integrand is (E,dz/Aniz) exp[zt — xZ/v]. The final expressions are 
interpreted physically and elucidated with the aid of some physical data. — In an 
appendix the transformation and evaluation of the integrals are given in greater detail. 
H. Bateman: (Pasadena). 

Versluys, W. A.: Damped vibrations of a homogeneous string when there is no 
exterior force. Nieuw Arch. Wiskde 19, 151—172 (1938). 

The equation %, — u,, = k?u is solved by Picard’s method of successive ap- 
proximations, the relation %,,(P) — u,.(p) = k2u(p — 1) connecting successive func- 
tions u(p — 1), u(p) of the sequence being transformed into an integral relation. This 
is extended with the aid of a lemma which is proved. Proofs are also given of the 
uniformity of the convergence of the series obtained by summing u(p), u,.(p) and u,,(p) 
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from p=0 to p= 0. The author then discusses the sharp edges on the vibration 
surface. Different cases being treated in detail. H. Bateman (Pasadena). 
© Weinstein, A.: Etude des speetres des &quations aux deriv&es partielles de la 
thöorie des plaques &lastiques. M6m. Sci. math. Fasc. 88, 65 pag. Paris (1937). 
Die Hauptabsicht dieser Monographie besteht darin, für die Eigenwerte des Eigen- 


ö 
wertproblems: Adw — A2w=0 in einem Gebiet $ der x, y-Ebene, w= 5 —=0 auf 


dem Rand CO des Gebietes, beliebig genaue Abschätzungen nach unten zu erhalten; 
daneben wird auch das Problem AAw + A*Aw= 0 in S mit denselben Randbedin- 
gungen auf (© betrachtet. Als Hilfsmittel soll dabei eine volle Lösung des Problems 
Au+wu=0in 8, u=0 auf C [d.h. die Gesamtheit der Eigenwerte ®,, ®g,..- 
und der Eigenfunktionen u, (2, %), %,(%, %), . . . dieses Problems] zur Verfügung stehen. 
— Die Methode ist diese: Bei festem u werden Lösungen des Systems 


Ay + uw= Pk id el auf 0; k=1,2,... 


Ayu— %=M 
betrachtet, wobei die ?,(2, Y), Pg(z, Y),... Potentialfunktionen sind, deren Rand- 
um Hu : du Hu 
werte auf C durch au er a gegeben sind; die ee entstehen aus den 


— ee ... durch Streichung derjenigen = die von ihren Vorgängern = ae = 

linear abhängen. Dann genügt w.=v; + d, offenbar in S der Gleichung AA w. — uw, =0 

und auf C der Randbedingung w; = 0. Betrachtet man nun die Wurzeln u der Glei- 

chung d„(u)=0 mit d„(1) =//[m -Aw,dady, \j=1,2,...,m, zählt sie in ge- 
s 

eigneter Vielfachheit und ergänzt sie in bestimmter Weise (wofür auf die Arbeit ver- 


wiesen werden muß), so ergibt sich eine Folge von Zahlen „m mit den Eigenschaften 
<<, el, WnıZlm und lim u2„=4%. (Für die Konvergenz wird übrigens 
MmM>O 


kein Beweis erbracht.) Damit ist die gewünschte Approximation von unten ge- 
leistet. Zur Anwendung wird das eindimensionale Problem w®(z) = A*w(z) = 0, 


w | + =) =w (+ 5) =(0 numerisch behandelt. Rellich (Marburg, Lahn). 


Weinel, E.: Über einige ebene Randwertprobleme der Elastizitätstheorie. Z. angew. 
Math. Mech. 17, 276—287 (1937). 

Der Verf. zeigt: die Anwendbarkeit der vom Ref. schon 1921 (Z. angew. Math. 
Mech. 1, 174—180) benutzten Methode der krummlinigen Koordinaten zur Lösung 
von ebenen Problemen der Elastizitätstheorie; diese Methode führt zu sehr übersicht- 
lichen Ausdrücken, die auch numerisch besser verwertbar sind als die schwerfälligeren 
Formeln, die durch andere Methoden geliefert werden. Insbesondere wird das Problem 
der zweifach gelochten Scheibe mittels bipolarer Koordinaten vollständig gelöst, ferner 
das exzentrische Rohr unter Innen- und Außendruck, die einfach gelochte Halbscheibe 
unter gleichförmigem Zug u. a. Die Untersuchungen werden fortgesetzt. Th. Pöschl. 

Riabouchinsky, Dimitri: Comparaison de la m&thode des variables (, Wı, Wa, £) 
& celles des variables d’Euler et de Lagrange. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 295—297 
(1938). 

Let 9, %,, 9, be functions of x, y, z, t such that there is no relation between them 
independent of x, y,2. Then, if Y,,%y, are interpreted as current functions @ can be 
regarded as a generalised velocity potential and x, y,z can be expressed as functions 
0f 9, Y1, Pa, . If, moreover, 0 is the density we have g, = Efı(P, %ı; Ya, t) where 0, 
is a constant and when the motion is irrotational the velocity components are of type 


= 9, = J0(yı, ya)l9(y, 2) = wol. + + 2%]: 
I£ Dö(z, 4, 2)/0 (9, 1, Ya) =1 we have also ,JD(%, +%+2)=1, S (elen) =—DJ,. 
These formulae may be extended to a space of n dimensions. — If we want. to make 
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a reel for the representation of the varying flow of a fluid with the aid of a projector 
of moving pictures the Eulerian method requires the magnitude and direction of the 
velocity to be indicated on each diagram while the Lagrangian method requires only 
that indication should be given on each diagram of the positions of a set of recognisable 
particles easily distinguishable from one another. — If, however, the variablesp, y,, Yz, t 
are used current lines for the same constant values on each diagram must be drawn 
for times 2,6 + At,t+24t,... and the points of intersection of current lines with 
equipotentials = 0, 9=c+ Ac, ete. must: be indicated by points of arrows. This 
will give an idea of the magnitude of the velocity at each point and so give a more 
complete representation of the motion than the'other two methods. H. Bateman. 

Lampariello, G.: Varietä& sostanziali nel moto di un sistema eontinuo. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., VI.s. 26, 383—387 (1937). 

The substantiality of the lines of a field of the vector ® is expressed analytically 
by the condition 30 2 Or 


where (2 denotes the operator & se +n & +0 “ formed from the components &, n, 0 


of w and A is left undetermined. The criterion is illustrated by the equations of Helm- 
holtz in the theory of vortex motion. H. Bateman (Pasadena). 


Gay, A.: Vogues permanentes en canal eireulaire ä section queleconque. Bull. 
Soc. Math. France 65, 190—210 (1937). 

Let ® be the apparently constant velocity of rotation of the free surface. The 
velocity potential ® at time t is then a function of the co-ordinates (r, 2) in the meridian 
plane and of the quantity 06, =0@ — wt, where 9 is the azimuth of this meridian 
plane; it is moreover periodic in 0, with period 27 and satisfies Laplace’s equation. 
The boundary conditions ®&, = —/,D at the free surface and no normal velocity 
at the curve ]' representing the meridian section of the canal make the problem of 
waves in the canal of mixed type like one considered by Hadamard. — The treat- 
ment by an extension of Schwartz’s method shows that the characteristic values of 
the quantities A, = w?n?/g are all real, simple and positive. — An integral equation 
is set up for the elevation of a point on the free surface and use is made also of integral 
equations in the treatment of the case of a shallow canal when it is found to be ad- 
vantageous to expand ® in powers of 2 and derive the coefficient by a recurrence 
differential equation. H. Bateman (Pasadena). 


Sona, Luigi: A proposito di un problema di propagazione di onde elettromagnetiche 
armoniehe. Atti Ist. Veneto Sci. etc. 95, 329—331 (1936). 


Petiau, Gerard: Sur une forme des solutions des &quations de Dirae et des &quations 
du photon. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 991—-993 (1938). 

Bemerkungen über die Fourierdarstellung der Lösung der (kräftefreien) Dirac- 
gleichung. P. Jordan (Rostock). 


Integralgleichungen, Integraltransformationen: 


Krein, M.: Sur les valeurs caraeteristiques des noyaux symetriques d&rivables. Rec. 
math. Moscou, N. s. 2, 725—730 u. franz. Zusammenfassung 731—732 (1937) [Russisch]. 
A simple proof of the following theorem: (A) If a symmetric kernel K(z, s), 
a<x,s<b, has continuous derivatives DiD/K (x, s), ,j=0,1,...,?, then the 


characteristic values of K admit of an estimate A, = a,„n?? where D,(a,) "? <. 
co 1 

If, in addition, X (x, s) is a positive kernel, then even I)(a,) "<< 00. As a consequence 
1 


of (A) the author shows (B) if a symmetric kernel Z(z, s) has continuous derivatives 
Di,L(z,s), i=0,1,...p, then the characteristic values of ZL admit of an estimate 
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Un = b„n? : where 3b)? <oo. The classical theorem of Weyl is an immediate 
consequence of (B).! J. D. Tamarkın (Providence, R.1.). 


Legras, Jean: Sur une &quation intögrale ä partie prineipale. C. R. Acad. Sci., 
Paris 206, 972-974 (1938). 
Cette &quation, qui intervient dans la theorie des ailes portantes, est 


+1 
x d 
7 = ga) (EEE, a) 
-1 

et l’inconnue y, dont y’ represente la derivee, doit s’annuler aux bornes de l’integrale, 
qui est prise en valeur principale, au sens de Cauchy. Cette &quation equivaut & 
une certaine &quation de Fredholm, oü l’inconnue est la derivee de y par rapport 
& la variable p = arecos(— x). Remarques sur d’autres methodes employ&es pour 
resoudre (1), et dont une generalisation est annoncee. Georges Giraud. 


Frola, Eugenio: Trasformazioni funzionali lineari ed equazioni integrali singolari. 
II. Ann. Mat. pura appl., IV.s. 16, 165—182 (1937). 

Continuing a previous paper (this Zbl. 17, 71) the author considers generalized 
involutoric kernels as those for which the corresponding 2(m) function has a set: of 
discontinuities m;, without limiting point except at infinity which is constant in 
absolute value in the intervals (m,, ma+1). This includes the special cases in which 
the corresponding transformations A(f) satisfy an algebraic equation of the form 


n 
I (om A?”)f= 0 for all f. Then the integral equation f— AXf= g has properties 
m =) 


analogous to those of Fredholm equations; the characteristic values A, for which 
there exist functions in M satisfying the homogeneous equation f—-AXf=0, are 
the + reciprocals of the values assumed by Q(m); if &(m) does not assume the value 
zero, then every function of M is expressible as a totally convergent series of charac- 
teristic functions, which in turn gives rise to a theorem on the solution of the integral 
equation of the second kind above, as well as that of the first kind. Hildebrandt. 

Pipes, Louis A.: Operational representation of discontinuous funetions. J. Franklin 
Inst. 225, 53—61 (1938). 

Für einige einfache Zeitfunktionen mit endlichen Sprüngen werden die Laplace- 
transformierten (Operatorenausdrücke) direkt ermittelt und die Identität mit der 
inversen Laplacetransformierten in der Bromwich-Wagner Form gezeigt. Interessant 
ist die Gewinnung der Fourierreihen für periodische Sägezahnkurven aus den Opera- 
torenformen durch direkte Anwendung des Residuensatzes. Ernst Weber. 

Gonzälez Dominguez, Alberto: Sur les integrales de Laplace. C. R. Acad. Sci., 
Paris 205, 1035—1038 (1937). 

Necessary and sufficient conditions are stated (proofs to be published later) for 
the representability of a function F(z) as a Laplace integral f e-*'f(t)dt or as a Laplace- 
Stieltjes integral if e-*'da(t). The cases f(t) € Z,(0,©) (p=1), f(t) bounded; «(£) of 
bounded variation, non-decreasing, bounded variation and continuous are discussed. 
The conditions are expressed in terms of the behavior of o(r,t) = Da„e”"?L,(t)r", 
where ZL,„(t) are the polynomials of Laguerre and a, => ()aroam. 

F. Bohnenblust (Princeton, N. J.). 

Hartman, Philip, and Richard Kershner: On the Fourier-Stieltjes transform of 
a singular funetion. Amer. J. Math. 60, 459—462 (1938). 

Es sei 0, = 0„(z) diejenige Verteilungsfunktion, die für 2=0 einen Sprung 
3(1+n?) und für = 2" einen Sprung $(1 — n-t) aufweist. Aus einer früheren 
Arbeit der Verff. (dies. Zbl.18,12) geht hervor, daß die Poisson-Faltung t(2)=0,%0,%- +» 
eine stetige singuläre Funktion ist; außerdem besitzt 7 das Intervall O<z<1 ak 
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Spektrum. Es wird gezeigt, daß die Fouriertransformierte L(t; 7) = -[e e'!zdt(z) von T 


für || > oo gegen Null konvergiert, und zwar so, daß L(t; r) genau von der Größen- 
ordnunglog-?|tlist, d.h. Pr eh u T)=0O(log-?li|)alsauch Z(t;7)=2(log-t|t|). 
Vgl. Kerschner (dies. Zbl. 13, 300). B. Jessen (Kopenhagen). 


Funktionalanalysis, Funktionalräume: 

Goldstine, H.: The theorem of Hildebrandt. Studia Math. 7, 157—158 (1938). 

The author generalizes first the theorem of Banach on the boundedness of a 
sequence of continuous functional operations to: If F,(x) is a set of functional opera- 
tions, lower semicontinuous on a metric space &, 1 ranging over a class & with a 
binary order relation X, and if F;(x) is semi-uniformly bounded on a subset 9) of & 
of the second category in the sense that there exists a sequence of elements 1, of 2 
such that if y is of 9) then F,(y) is bounded for IK1,,, then there exists a sphere R of £ 
on which F;(x) is ultimately uniformly bounded. Applied to a set: of semi-linear 
[F:x(aı2ı + a2) |< Ja, | |Fr(z,)| + |eg| |Fx(z,) |] bounded operations on a Banach 
space &% this yields immediately the ultimate uniform boundedness of the operations. 

Hildebrandt (Ann Arbor). 

Banach, $.: Über homogene Polynome in (L®). Studia Math. 7, 36—44 (1938). 

For 2,,... 2, in 22(0,1) let ax)... x, be a point in Z2(0, 1) subject to the 
restriction that the function @ is Sales and continuous in each of its arguments 
and its value is not changed by any permutation ON &y -. , X, 1.e., @ iS a symmetric 
n-linear operator in Z?. The norm ||| is defined to be the l.u.b. [a % ...2,| where 
the z, range independently over the unit sphere in L?. Let az" be a symmetric homo- 
geneous polynomial of degree n in L?, i.e., a function of the form ax... x where a 


1 
is an n-linear operator in L? with the property that the functional J (a2... Zn) Inzıdt 


is symmetric in its n +1 arguments. It is shown that da) ja] =1. Lak .b. | ja=*], 
(2) there exists a sequence {z,} of unit vectors and a constant A of ERacluis value 1/la] 


such that 5 — Aa2;—0, (3) if az" is completely continuous a single unit vector x 
may be found so that © Aa =0. N. Dunford (New Haven). 

Eidelheit, M., und S. Mazur: Eine Bemerkung über die Räume vom Typus (7). 
Studia Math. 7, 159—161 (1938). 

For terminology see S. Banach, Theorie des operations lineaires, Warsaw 1932. 
Itis shown that in each space of type (F)a metric (z, y)* can be introduced, which is 
equivalent to the original metric (z, y), with the properties: (z, y)*=(2—y, 0)*; (tx, 0)* 
is for © #0 a monotone increasing function of t ((=0). From this, the following 
theorem of S. Banach (stated without proof) follows readily: A necessary and sufficient 
condition that a space E of type (F) be finite dimensional is that it admit an open com- 
pact set. The distance (z, y)* is defined as follows. Let (2, y). = 3 (sz, sy) for x, y 


0sSs SW 
in E and w rational. Order the rational numbers in a series w, and set 


(2, y)* SE 
re IH Ye 
= 
Equivalent results are found in an BR by D.N.Hyers, Bull. Amer. Math. Soc. 44, 
76—80 (1938). E. Chittenden (Iowa). 


Riesz, Frödörie: Sur quelques notions fondamentales dans la th&orie generale des 
. operations lineaires. Mat. term&szett. Ertes. 56, TI 1, 1—45 u. franz. Zusammenfassung 
46 (1937) [Ungarisch]. 

Fortführung einer dem Internationalen Kongreß in Bologna vorgelegten Arbeit. 
Es wird gezeigt, wie sich grundlegende Begriffe und Resultate bezüglich linearer Opera- 
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tionen (das majorisierende Funktional, diesjungierte Funktionale, Zerlegung) auf Men- 
gen abstrakter Elemente (Grundgebiete 2), in denen die Addition definiert ist und 
gewissen Postulaten genügt, übertragen lassen. Die Arbeit hat Berührungspunkte mit 
einer vor kurzem erschienenen Arbeit von H.Freudenthal, Teilweise geordnete 
Moduln (dies. Zbl. 14, 313). Eine Darstellung in französischer Sprache ist in Vor- 
bereitung. Otto Szdsz (Cincinnati, Ohio). 

Izumi, Shin-ichi, and Tosio Kitagawa: ‚On the linear operations. II. Töhoku Math. 
J. 44, 130—138 (1937). 

Given a linear space Z of functions /(x), a linear space F of functions $(t), both 
with period 1, and a linear transformation 


pl) = Tt, Hx)} 
which is commutable with translation, that is @(t + a) = !'{t, f(x + a)}, the authors 
state conditions under which the transformation also commutes with integration, that 


1 1 
is [ o()di=Ttt, [ f(x) da}. — A typical condition is the following one. If a sequence 
ö () 


/n(z) converges almost everywhere to zero, then the corresponding sequence 9,(f) 
contains a subsequence having the same property. (I. see this Zbl. 14, 312.) Bochner. 


Variationsrechnung : 
Rapoport, I. M.: Le problöme inverse du ealeul des variations. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 18, 131—135 (1938). 
Vorgelegt sei das Randwertproblem 
ka WM) Ya)abı, Ya)mb; Gi=h2,...n. 
Gefragt wird nach einem Variationsproblem, dessen Eulersche Gleichungen mit diesem 
System übereinstimmen. Es wird gezeigt: Unter den Voraussetzungen 
sh _ 4 Oh a @ of 
öy deöy daöy 0y 


Il 
& 
or 


m K2A 4 oh _ Ah Tune 
sep 1,3=1,2,...0 
hr 
os Of 


wird das gewünschte Variationsintegral durch 


[7 1 
S=[as[Ihle,zie,d, 222,0, Zerl@2)]- zudt 
4ı 0 ß 


gegeben. Dabei kann z.B. 

(2, = n,(2) + tly;(®) — ;(@)] 
gesetzt werden, wo n,(2) irgendeine feste Kurve mit n,(a,) = bı5, 7(@,) = be; ist, 
während hinsichtlich der y,(2) zu variieren ist. Rellich (Marburg, Lahn). 

Schwarz, Josefa v.: Über Kurvenpunkträume und ihre Anwendung auf Variations- 
probleme mit höheren Ableitungen. Math. Ann. 115, 273—295 (1938). 

Es wird gezeigt, daß sich die Mengersche Behandlung (eindimensionaler) Variations- 
probleme (vgl. dies. Zbl. 16, 260 u. 405) in erstaunlich einfacher Weise auf Variations- 
probleme mit höheren Ableitungen übertragen läßt. Als neues Hilfsmittel kommt 
der im Titel genannte Begriff des einem halbmetrischen Raume R mit gleichmäßig 
stetigen Abständen (z. B. metrisch) überlagerten Kurvenpunktraumes R hinzu. Die 
Elemente von R sind die Paare (C, p), bestehend aus einer stetigen Kurve C aus R 
und einem Punkt p auf C. Insbesondere ist so jeder Kurve C aus R eine Kurve C 
aus R überlagert. R kann nach dem Muster des Frechetschen Abstandbegriffs für 
Kurven so metrisiert werden, daß es auch halbmetrisch mit gleichmäßig stetigen Ab- 
ständen wird (speziell metrisch, falls R metrisch ist). C hat dann dieselbe Länge wie C. 
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Wendet man nun auf R die Mengerschen Schlußweisen an, so kommt man für den R, 
zu einem Satz des folgenden Typus (der vom Verf. gegebene Satz ist: allgemeiner, 
da noch gewisse Ausnahmenullmengen zugelassen werden): Es sei & eine abgeschlossene 
Menge rektifizierbarer Kurven im R,„, deren Koordinaten als Funktionen der Bogen- 
länge (m — 1)-mal stetig differenzierbar sind. & sei eine Nachbarschaft (m — 1)-Ord- 
nung, d.h. wenn M die Menge der auf E gelegenen Punkte ist und der Punkt (z, „(t,)) 
der Kurve (x, „(t)) aus & gegen den Punkt z,;(t,) der Kurve z;(t) aus & strebt, dann 
soll =P,(t) gegen Pl) (=L..,.n; k=1,..,m-—1) streben. f(p, &”) 
= Hero); ED ae 2m): 23>) sei stetig für alle Punkte p aus M und alle &”. 
Na “e), 
| [I (&r) — (WAR 
Von »(p; g,r) wird vorausgesetzt, daß es stetig ist für alle » und alle Paare g, r, die 
derselben Kurve wie & angehören. Schließlich sei folgende, bei genügender Differen- 
zierbarkeit von f in die Legendresche Bedingung übergehende Bedingung erfüllt: 


Za,am\ 
de. Er Das (p, 2”) a,, p<r, %, beliebig, ,>0. Dann 


Der Mengerschen Funktion p(p; g, r) entspricht hier 9(p;q,r)=f 9, r 


r=1 
existiert das Beannans el von f längs jeder Kurve C aus € und nimmt 
auf & sein Minimum an. H. Busemann (Princeton, N. J.). 


Beckenbach, E. F.: Remarks on the problem of Plateau. Duke math. J. 3, 676—681 
(1937). i 

The problem of finding a minimal surface x = x(u, v), y= y(u, v), z=z(u, v), 
u: +v?=1, bounded by a given Jordan curve J’ has been solved in several ways 
under the assumption that I' bounds at: least one surface of finite area. Using this 
theorem it: is possible to show the solvability of the problem without the finite-area 
assumption; this generalization has rested essentially on a lemma due to Douglas. 
The present paper presents another method of removing the finite-area assumption. 
The functions z(u, v), etc., form a triple of conjugate harmonic functions if they are 
harmonic in v„ +v2<1 and satisfy 2=@G, F=0. A uniformly bounded family 
of such triples is a normal family, in a sense analogous to that: of Montel. On this 
basis a lemma is established which permits (under suitable hypotheses) to conclude 
that radial convergence of such a triple to a point implies convergence on approach 
through a sector. This and well known properties of. the Poisson integral readily 
permit the removal of the finite-area assumption. E. J. McShane (Virginia). 


Courant, R.: The existence of a minimal surface of least area bounded by preseribed 
Jordan ares and preseribed surfaces. Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 24, 97—101 (1938). 

The author has already (this Zbl. 17, 268) established a solution of the problem 
of Plateau for surfaces bounded by one or more Jordan curves and having prescribed 
topological type. Here the problem is solved for surfaces bounded by a given Jordan 
arc'and a portion of a continuous surface. The pattern of proof is similar to that 
mentioned above. The essential new step is a theorem which establishes the preservation 
of boundary conditions under the limiting processes involved in the solution of the 
problem. Various generalizations, e.g. to unbounded boundary surfaces, are mentioned; 
the proofs of these generalizations are to be published in a later paper. EB. J. McShane. 


Funktionentheorie: 


Levinson, Norman: A theorem relating non-vanishing and analytie funetions. 
J. Math. Physics, Massachusetts Inst. Techn. 16, 185—190 (1938). 


Soit F(x) = (en)-+[Gwe-trzau. Si @(u) € L(— 0, ©); @ (u) =O(e-W), u— oo, 


Fadu=o. Si f(z2) est analytique dans a <r <c,0<ysy,z2=xz+iy) et 
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continue dans ((<r<c, 0O<y<y) et si F(x2)= (2) pura<sr<sb<c,ona 
F(x) = f(x) lorsque asr<sc. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Tschakaloff, Ljubomir: Über einen Satz von Laguerre und seine Verallgemeinerun- 
gen. Math. Ann. 115, 163—174 (1938). 

A conjecture of Laguerre is proved stating that the sections of the power series 
expansion of (l-a,2)-(l—age)9...(l -0,2)”@ 

(a, real, w, >0) can not have more than one realzero. An extension to certain infinite 
products is given, and an application to integral functions of genus 0 or 1. (Cf. also 
C. R. 205, 355; this Zbl. 17, 193.) @. Szegö (St. Louis, Mo.). 

Hadwiger, Huge: Umordnung von Reihen analytischer Fu_ktionen. Bern: Diss. 
1936, 31 8. 

L’au. donne un resultat analogue au theor&me classique de Riemann, gen£ralise 
par Steinitz, pour les series de fonctions analytiques. Soit @ un domaine fondamental 
et soit M l’ensemble de fonctions regulieres dans @. Un sous-ensemble S de M est 
dit char lineaire s’il possede la propriete que F et ® &tant deux fonctionsde 8, F +49, 
pour chaque nombre complexe A, appartitent aussi & S. Si cela est valable seulement pour 
A reel, S est un char lineaire reel. S est de dimension fini, s’il existe un nombre fini m 
tel qu’entre m + 1 fonctions arbitraires de $ il existe toujours une relation linaire, 
Un ensemble 8’ CM est: dit de dimension fini s’il ya un char lineaire de dimension 
fini qui contient 8’. Soit donne une suite (1) f1(2), /2(2), - . . de fonctions de M. Sup- 


posons que la serie (2) D)/„(z) converge uniformement dans chaque domaine @' C@ 


T 
et que V,(z), Vı(z), V3(z),...., sont les sommes des series obtenues par le changement 
arbitraire de l’ordre des termes de la serie (2), et qui convergent uniformement dans @'. 
Designons par M’ l’ensemble de fonctions V,(2), Vı(2), Va(z),... L’au. dit que la 
somme partielle £(z2)= f,,(2) + --- + f,,(2) appartient & l’intervalle des indices (n, m), 
n, m, entierss, in<y, <mi=1,2,...,k. Ilexiste une suite infinie des intervalles 
(n;, mı), nn —>®, et des sommes partielles t;(z), telle que i,(z) tend uniform&ment 
vers une fonction 7T(2). Designons par M’’' l’ensemble des fonctions limites 7 (z), 
qui appartiennent & la suite (1). Supposons que M’’ soit: de dimension fini et que 
M” possede la propriete suivante: de la convergence uniforme d’une suite partielle 
arbitraire de M’” sur un ensemble d’une infinite de points de @ avec des points 
d’accumulation interieurs, il suit la convergence uniforme de la suite dans chaque 
domaine @ c@. Sous les hypotheses enoncees l’au. demontre que l’ensemble M’ 
est un char lineaire reel. N.Obrechkoff (Sofia). 

Delange, Hubert: Sur le domaine de convergence absolue des söries multiples de 
puissances. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 974—976 (1938). 

Dans (1) 3a, ,n2”2” on pose |a„ „| = Ann; |2|=r; ||=r', logr=o, logr' =o'. 
y2 
mn 
dans le plan (g, 0’) (coord. rectang.) du point (g, 0’) & la droite mo + no’ +10g An,n = 0, 

’A. determine, dans ce plan, le domaine ou (1) converge absolument. Mandelbrojt. 
Biggeri, Carlos: Sur les points singuliers d’une serie de Taylor extörieurs au cerele 
de convergence. ©. R. Acad. Sci., Paris 206, 813—814 (1938). 
L’A. indique des conditions suffisantes pour que (1) f(z) =Da„2” admette une 
singularit€ dans un domaine (A) dont la frontiere contient un arc regulier du cercle 
de convergence de (1). Ainsi, par exemple, soit: C une courbe ferm&e entourant l’origine 


et interieure au cercle |2|<o, et soit m le min. de |z(2— o)| le long de C. Si 

me in ]/ı)  S Sg EEE 

es „im 12 > 00% a @n-»| > 1, il existe un point singulier dans le domaine 
ET { Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

ferme limit& par C. 


En partant du fait que [me + no’ + log A, ,„] designe une distance (oblique) 
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Perron, Oskar: Über die Lage eines singulären Punktes auf dem Konvergenzkreis.. 
S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1937, 169—181 (H. 2). 


L’aut. introduit une serie entiöre 2 = @r(T) = ß,(h)T” dont les coefficients ß,(h) 
v=(0 
sont positifs ou nuls, d&pendent du paramötre positif R et jouissent de ces proprietes: 
1° Pour A >0, lerayon de convergence de p,(T) est superieur &1, ß,(h)<1, Z’ß,(h)=1; 
ö 


il existe un nombre positif (Rh) superieur & tous les autres, tel que, pour O<o<n (h), 
la circonference |T| = p est transformee dans le plan des z en une courbe simple, &toil&e 
par rapport & z= 0, qui coupe |z| = 1 en deux points seulement, differents de +1, 
d’arguments +%,. Si e>n(h), &, a une limite qu’on appellera &,. 2° Si h>0, 


limß,(kh)=1, limn(h)=0 et limDß,(A)[l + n(k)P =1. Dans ces conditions, si 
° 


f(2) = Dan2" est une fonction definie par une serie de Taylor.de rayon de convergence 1, 
etsil + o(h) designe le rayon de convergence de la serie en r, f(p,(T)),onae(k)<n(h), 
et l’on montre que, &.(r) designant alors le nombre correspondant dans 1°’&3 0 =o(h), 
et & &tant la valeur absolue de ’argument reduit de la singularit& de module 1de f(z) 


la plus proche dez=1,ona lim %=%. Prenant z=h+(1—h)retz=r/(l+h—hr), 


Yaut. retrouve le theor&me de Mandelbrojt sous ses deux formes (voir ce Zbl. 16, 308). 
Prenant 2 = (1 — h)r + hr?, l’aut. donne pour & une autre formule qui se rapproche 
de celles que l’on peut deduire des deux premieres par une ancienne remarque d’Hada- 
mard; enfinz = re?’ * ui fournit une expression entierement nouvelle. @. Valiron. 
Chuang, Chi-Tai: Sur le comportement d’une fonetion holomorphe dans un cerele. 
C. R. Acad. Sci., Paris 206, 978—981 (1938). 
L’aut. donne cette nouvelle forme & une de ses propositions anterieures (voir 


ce Zbl. 17, 23): Supposons que (2) = un: soit holomorphe pour |2] <1 et ne soit 


k-1 © 
pas majoree par I +4(k) 2 IallSe*. Il existe k domaines D;(f, ) ?=1,2, ...,k) 


contenus dans |2|<r =r(f, k) avec &(k) <r<1,M(r, }) > ß(k) tels que: 1° }(z) est 
univalente dans chaque D;(f, ®) et le represente sur la couronne fendue $M (r,f)<|Z| 
<4M(r, }), |axg2 — w|<n, oü w est arbitraire; 2° Sı I1<n=<k, l’argument de 
0) 

n re <2. H, dependant 
de n, k, f(z) et r et verifiant y(k)< H<y(k) [1 + logM(r, 3. 3° il<n<p, 
on a dans Di(ho) ma] <y,ik) Mir, li + 108 Mr, n]t”®. 
Les quantites positives A(k), &(k), ß(k), y(k), y’(k), Yp(k) ne dependent que de k. De 
ce th&or&me qui contient une proposition deValiron (Actualites sci. etindust. 1937, 570), 
Yaut. deduit des generalisations de prop. de Valiron (Mathematica 1930, 4) et de 
Bloch (Mem. Sei. math. 20, 32). Il ’applique aussi & l’&tude directe des &quations 
e!® — g(z); il montre par exemple que, si F(z) est holomorphe pour |2|<1 et si 
les &quations F = 0 et [FF” — F'?r + aF?"-"F'” + bF?" = 1 n’ont pas de racines 
dans ce cercle, |log|F(z)|| est born par une fonction de |z], ja], |d|, |1og|F(0)I} 
et a , @. Valiron (Paris). 
Rauch, Armand: Sur les fonetions entieres de la elasse de divergence de l’orire 
positit 0. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 1076-1078 (1938). 

Einige klassische Hilfssätze der Nevanlinnaschen Wertverteilungslehre betreffen 
Beziehungen zwischen Integralen der Form 


oo 


ho mit j=N,n,m, sowie der %|a,|* 


{®(z) varie de moins de 3 dans D;(f, w) et l’on a 3< 
1 
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wo a, die a-Stellenfolge bezeichnet. Verf. ergänzt diese Sätze im Falle des Titels, 
indem er die Quotienten zweier solcher Ausdrücke im Limes für A>_-+ o bestimmt 
und dafür einfache Beziehungen zur Wachstumsordnung _ feststellt. Überdies be- 


trachtet er in diesem Zusammenhang auch j(r) = log] (re®)|, also das Verhalten der 
ganzen Funktion längs eines Strahls. Ullrich (Gießen). 
Levinson, Norman: Integral funetions bounded on sequences of points. Duke math. 
J. 4, 170-175 (1938). 
L’aut. complete, d’une fagon & un certain point de vue definitive, un th&oreme 
de Ganapathy Iyer: la condition im [r"1logM(r, N]< min (nE+nD) de Iyer 
est remplacee par lim [r=! logM (r, })] < rn(E? + D®y\l2 [Les notations sont celles de 


la Ref. Iyer (Ann. of Math. 1937) dans ce Zbl. 16, 265, ot l’&nonce du th. est donne; 
on suppose ici e =1]. L’aut. remarque qu’on peut &tendre le resultat precis ainsi 
obtenu au cas oü les suites de points considerees ne sont pas formees de points reels, 
mais sont seulement asymptotes a l’axe reel. G. Valiron (Paris). 

Levine, B.: Sur la eroissanee d’une fonetion entire suivant un rayon et la distri- 
bution de ses zeros suivant leurs arguments. Rec. math. Moscou, N. s. 2, 1097—1138 
u. franz. Zusammenfassung 1139—1142 (1937) [Russisch]. 

The main purpose is to discuss the Phragmen-Lindelöf indicatrix 


h(9) = lim [log |F(reir)|]/V (r) 


of a canonical product whose zeros are regularly distributed throughuut the whole 
complex plane If n(r, y) is the number of zeros of F(e) in || <r, O<argz<m, 


if the order e is not an integer and ei 


Jim = Ay) then hp) = 5, [sel - P—mdAy). 


p-27 

If o is an integer the question is not completely solved. A(y) is proportional to the 
length of the convex curve having h(g/o) as „Stützfunktion“.” The question of con- 
structing an integral function with prescribed A(p) is thus solved. [Cf. V. Bernstein, 
C.R. Acad.Sci. 202, 108-110 (1936) ; this Zb1.13, 122; 14, 72; for the case V (r) =r*®.] Preli- 
minary chapters deal with the generalised order V (r) [the usual condition of differentia- 
bility being avoided and replaced by k®=°<V (kr)/V (r) <ke*+°, r>r(e)] and the classi- 
cal Phragmen-Lindelöf theory. There are also applications to functions which have a 
fraction of their zeros regularly distributed. Macintyre (Aberdeen). 

Unkelbach, Helmut: Über die Randverzerrung bei konformer Abbildung. Math. Z. 
43, 739—742 (1938). 

Ist die Funktion f(z) für |2| < 1 regulär und |/(z)| < 1, f(0) = 0, so ist bekanntlich 
die Winkelderivierte von /(z) in einem Randpunkt >1. Der Verf. untersucht, wie 
diese Abschätzung verschärft werden kann, falls die Abbildungsverhältnisse im Null- 
punkt bekannt sind. Ist f(0) =pei?, Oo<ze<1l, -a<p=n, so ist die Winkel- 
derivierte im Punkte z= 1 größer oder gleich ee >1. Hieraus folgt dann 
u.a. eine Verschärfung des sog. Löwnerschen Lemmas für Funktionen /(z), welche 
der Bedingung |(0)|<o<1 genügen. V. Paatero (Helsinki). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik und Anwendungen. 


Ville, Jean: Sur un jeu continu. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 968—969 (1938). 
Das fragliche Spiel besteht in folgendem: Die stochastische Veränderliche X (f) 
beschreibe einen stochastisch definiten Prozeß mit Pr{X(0) =0}=1; die bedingte 
Wahrscheinlichkeit für X(T)<£, wenn bekannt ist, daß für £<r X()=x war, 
sei F(t,x;r,£&). Nun sei s(f, x) eine nichtnegative Funktion mit s(0,0)=1 und 
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s(t, x) = Ir s(T, y)d,F(t,2;7,y). Der Spieler setzt im Augenblick t = 0 den Betrag 1 
und erhält das Recht, in einem von ihm gewählten Augenblick den Betrag s(t, X (t)) 
zu erhalten. Dieses Spiel ist ‚gerecht‘. — Verf. bemerkt, daß für jede abzählbare 
Menge D von Zeitpunkten 


Pr{Ob:, Grenze s(t, X(t)) = = = (0 


ist. Als Beispiele mögliche Wahlen von s(t, x) für Ft, 2; 7,&) = 2 se ) und 


einen spezielleren Prozeß. ne en 


Eyraud, Henri: Sur quelques lois d’erreurs ä deux dimensions. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 206, 402—404 (1938). 

Wenn n Messungen eines unbekannten Punktes M der Ebene die Ergebnisse 
M,.:.., M„ geliefert haben, so werde als „die wahrscheinlichste Lage‘ von M der 
Punkt S definiert, für welchen SM? + --- + SM2 bei vorgegebenem p>0 den 
kleinsten Wert annimmt. Vorausgesetzt wird ferner, daß für die Lage der M; eine 
zweimal stetig differenzierbare Wahrscheinlichkeitsdichte existiert. Im Falle p = 2 
hat Bravais die Kurven gleicher Wahrscheinlichkeit berechnet (sie sind anisotrop). 
Verf. zeigt, daß diese Kurven für p + 2 stets Kreise sind. W. Feller. 

Teodoreseu, €. C.: Sur la courbe normale de frequence. C. R. Acad. Sci. Roum. 2, 
29—33 (1937). 

Let the abscissa of any point be displaced parallel to the z-axis by an amount 
proportional to the ordinate at that point. This deformation applied to the normal 
frequency curve with the origin at the mean gives a three parameter family of skew 
curves, the new parameter being the coefficient of displacement. The author shows 
how to determine these parameters in terms of the first three moments about the 
mean of a given distribution and gives a numerical example of the quite successful 
graduation of an observed frequency distribution by a member of this family of curves. 

C.C. Craig (Ann Arbor, Mich.). 

Bartlett, M. S.: The eharaeteristie funetion of a eonditional statistie. J. London 
Math. Soc. 13, 62-67 (1938). 

The moment generating function, M(w, v), of two continuous variates may be 
defined by M (u, v) = [ [et n (a, y)dady, (l) 


where u and v are real, @= —1, f(z, y) is defined for all real values of x and y, and 
integrations extend from — oo to + oo. Using the notation v|y to imply that the 
variate % is conditioned by assigning a given value to y, and writing 


M(u|y) = [e**g(a|y) de, (2) 


_ Se7'Y"m(u, v)dv 
M (u|y)  fe-'veM(o, v)dv' (3) 
By (3) the characteristic or moment generating function of the conditional statistic 
is given in terms of the general function M(u,v). The formula is applied to some 
particular forms of f(x, y) for illustrative purposes. Next, a formula analogous to (3) it 
developed for discrete-valued variates that take only integral values. For large numbers, 
the difference in the values of M(u|y) from the two formulas becomes unimportant. 
It is indicated that the effect on x of selection for y to a certain distribution rather 
than fixing y completely is theoretically solved, in general, whenever M (u|y) is found. 
H.L. Rietz (lowa City). 
Arorian, Leo A.: The type B Gram-Charlier series. Ann. math. Statist. 8, 183—192 
(1937). 
The author reviews in detail the determination of the parameters in a type B series 
in terms of moments and illustrates the use of this series with six numerical examples. 
C.C. Craig (Ann Arbor, Mich.). 
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Pitman, E. J. 6.: Significance tests which may be applied to samples from any 
populations. III. The analysis of variance test. Biometrika 29, 322—335 (1938). 

This is the third of a series of papers on related topics by this author (see this 
Zbl. 15, 362; 16, 364). The problem of significance tests for the analysis of variance 
.is here studied without any assumption of normality. A detailed examination leads 
to an endorsement of the usual tests when the numbers of individuals and of batches 
involved are not too small. Albert A. Bennett (Providence). 

Welch, B. L.: The significance of the difference between two means when the po- 
pulation variances are unequal. Biometrika 29, 350—362 (1938). 

The author considers in detail two familiar criteria, , and v, for the equality 
of the arithmetic means of two normal populations as judged by samples of sizes n, 
and n, respectively. These criteria which coincide for n, =n,, have been applied 
to cases in which the ratio 0 of the respective population standard deviations is un- 
known. The u-criterion, is well fitted to handle the case in which 6 is known and can 
be accounted for, but as seen in examples worked out in detail, may be seriously 
biased when 9 & 1, but being unknown is not accounted for. The second criterion, v, 
which employs separate estimates of the unknown variance of the two populations is 
found to be much less liable to bias, and is therefore recommended for consideration, 
unless there seems to be evidence that 0 is approximately unity. A third criterion, 2, 
is even less dependent upon 6, than v, but has been validly criticized from considerations 
of fiducial probability. — An appended “Note on an approximation by B.L. Welch” 
contributed by Elizabeth Tanburn points out that if in the previous paper instead 
of fitting the theoretical curve by a Pearson Type III curve with correct first two 
moments, one uses a Type VII curve with correct second and fourth Moments, sub- 
stantially the same results are obtained. Albert A. Bennett. (Providence). 

Neyman, J.: Contribution to the theory of sampling human populations. J. Amer. 
Statist. Assoc. 33, 101—116 (1938). ® 

Durch Stichprobenbildung soll der Mittelwert X eines Merkmals X einer Popula- 
tion zz ermittelt werden. X sei mit: einem anderen Merkmal Y korreliert; die durch- 
schnittlichen Kosten b der Ermittlung von Y für ein Individuum seien geringer als 
die entsprechenden Kosten a für X. Man kann nun X einerseits durch eine direkte 
Stichprobe aus zz ermitteln. Andererseits kann man eine Stichprobe von N Individuen 
aus sr in s Klassen r, einteilen mit Y,_,< Y=Y,;. Aus; werden dann m; Individuen 
„gezogen“ und die entsprechenden Werte &,,, j=1,...,m;, von X ermittelt, aus 
denen dann X abgeschätzt wird. Es fragt sich, ob man bei gegebenen a und 5 durch 
passende Wahl der m; die zweite Methode (des double sampling) vorteilhafter ge- 
stalten kann. — Diese Frage wird ohne Voraussetzungen über die Regression zwischen X 
und Y behandelt, indem unter sämtlichen Schätzungen von X der Form ID D’A,,27:2;x 
die „‚best unbiased estimation‘ berechnet wird; hierbei sind die A;,; Konstante, und Nr; 
bezeichnet die Anzahl der Individuen aus z,. (Das praktische Resultat hängt natürlich 
auch an den Streuungen o, von X in z,.) W.Feller (Stockholm). 

Baker, George A.: Correlation surfaces of two or more indiees when the components 
of the indiees are normally distributed. Ann. math. Statist. 8, 179—182 (1937). 

Assuming that &,, %,, &; obey a three variable distribution law, the author derives 
the simultaneous distribution function of the indices z,/2; and x,/x, and briefly dis- 
cusses the result. C.C. Craig (Ann Arbor, Mich.). 

Rietz, H. L.: On a recent advance in statistical inferenee. Amer. Math. Monthly 45, 
149—158 (1938). 


Versicherungsmathematik und verwandte Anwendungen: 


Fruchi, R.: Sul metodo d’interpolazione del Franekx. Giorn. Ist. Ital. Attuari 8, 
338—340 (1937). 
Nachweis, daß eine von E. Franckx (vgl. dies. Zbl. 15, 264) angegebene geo- 
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metrische Herleitung der Poukkaschen Leibrentenformel prinzipiell mit der Anwendung 
einer vom Verf. ungefähr gleichzeitig veröffentlichten Interpolationsmethode (dies. Zbl. 
15, 262) identisch ist. Birnbaum (New York). 

Ruchti, Werner: Analytische Ausgleichung durch Polynome mit einer Anwendung 
auf die schweizerischen Volkssterbetafeln. Mitt. Vereinig. schweiz. Versich.-Math. 
H. 34, 45—123 (1937). 

The theoretical part of the paper is expository in character; in it are briefly 
developed and discussed the least-squares method, Cauchy’s method (by the addition 
of vectors), and the method of orthogonal polynomials for the graduation of data, 
along with criteria of goodness of fit, including the y?-test. All methods are illustrated 
on the same fictitious example. The other main part: of the paper is concerned with 
graduation of tables of mortality for the first third of the life span by the use of ortho- 
gonal polynomials. For Swiss data for 1921—1930 a quadratic function plus a simple 
correctional factor at each end of the range worked well; for Swiss data for 1929—1932 
better results were obtained by applying the same method to successive sub-intervals 
of the range. C. C. Craig (Ann Arbor, Mich.). 


Ollivier, Arthur: On the analysis of variation in general death rates. Metron 13, 
Nr 2, 155—172 (1938). 

Robek, Ant.: Mortality tables of the population. Publ. Fac. Sci. Univ. Charles 
Prague Nr 154, 25—27 (1937). 


Stastny, Karel: A note about premiums of disability benefits in eonneetion with 
life insurance contract. Aktuär. Vedy 7, 55—59 (1938). 


Insolera, F.: Au sujet de l’äge limite. Aktuär. Vedy 7, 49—55 (1938). 


Malöcot, Gustave: Sur ’analyse des al&atoires et le problöme de P’höredite. C. R. 
Acad. Sci., Paris 206, 153—155 (1938). 

This note indicates the generalization of statistical results obtained by Pearson, 
Snow, and especially R. A. Fisher in case there is neither homogamy nor linkage. 
In the case of a resultant of non-additive effects of partial causes, the author states 
Fisher’s principle of analysis of variance, and for independent causes gives Wright’s 
analysis of correlation. These are then applied to Mendelian inheritance for parent- 
child correlation. For deviations due to dominance the correlation is stated to be 
the product of the correlations between the genes of the two individuals. Bennett. 

Maleeot, Gustave: Sur les al6atoires mend£&liennes et les eorr&lations de l’heredite. 
C. R. Acad. Sci., Paris 206, 404—406 (1938). 

This note, to be read in connection with a previous paper by this author (see 
the prec. review) deals with the correlation in observed Mendelian effects, between 
two individuals, due to independent genes. First in regard to a single pair of genes 
if the partial observed effects for the first individual are @, @’, each taking on independ- 
ently the value s with probability g, and t with probability p, then the total observed 
effect for the first individual wilbeXK=@+@+D, =F-+D, where D accounts 
for the marking due to dominance. For the second individuallt AA =6,+@ + Dı 
=F,+D,. Then K and K, each take on three possible values, say i,7j,k, with 
respective probabilities, p2, 27g, g%. Suppose that although @ and @’ for the first 
individual are independent (case of non-homogamy) and likewise @, and G} for the 
second individual, yet G, and @ are correlated with coefficient r, and @| and @’ with 
coefficient 0. What then can be said concerning the correlation between X, and X 
assuming that measurements are so taken as to satisfy a least; square condition, (C) ? 
For the particular case of brothers (r=_g= }) and of double cousins, =_=4) 
formulas were obtained by R. A. Fisher, Trans. Roy. Soc. Edinburgh 52, 406, 407 
(1918). These are included in the general result here given, the desired correlation 
eoefficient, being [(r +0) 05 +2reohl(20h), oA=cor +0). 

15* 


228 


The author then extends his results to more than one Mendelian couple of genes, 
obtaining even in special cases elaborate formulas,. Albert A. Bennett. 

Kostitzin, V. A.: Sur les points singuliers des &quations differentielles du probl&me 
de la seleetion naturelle. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 976—978 (1938). 

L’auteur considere un ensemble de n races (möme espece) differant par m caractöres 
ind&pendants et exprime l’&tat du systöme par un syst&me de n &quations differentielles. 
Les points singuliers sont interpretes comme des points d’equilibre des races ou d’ex- 
tinction de certaines races. Leur stabilit& est egalement &tudiee. M. Brelot. 


Numerische und graphische Methoden. 


Bruen, Curtis: Methods for the combination of observations: Modal point or most 
lesser-deviations, median loei or least deviations, mean loci or least squares, and mid- 
point of least range or least greatest-deviation. Metron 13, Nr 2, 61—140 (1938). 

Bemporad, Giulio: Risoluzione dell’equazione di 2° grado eon la macchina caleola- 
trice e conseguenti possibilitä. di applieazioni. Mem. Soc. astron. Ital., N. s. 11, 43—47 
(1938). 

Mikeladze, Sch.: Untersuchungen über Formeln der mechanisehen Quadratur. 
Trav. Inst. Math. Tbilissi 2, 43—104 u. dtsch. Zusammenfassung 104—107 (1937) 
[Russisch]. 

This monograph is devoted to a study, mainly from the point of view of numerical 
applications, of various mechanical quadratures formulae (MQF) 


b . 
Stada = 2 Alm) +R 09) 
=0,%..., r=tZ8; te), 


where the A, and «, are independent of the function f(x). The greatest part is devoted 
to the case of equidistant abscissae (Cotes’ MQF), with various additional conditions 
[the z; symetric with respect to the midpoint of (a, b), some of the A; have preassigned 
values, etc.]. Tables are given with numerical values of the coefficients A; and the 
abscissae z;, for certain values of r; also approximate expressions are given for the 
remainder R. A rather sketchy discussion is made of the convergence properties 
of (1). The author further studies Gauss’ and Tchebycheff MQF, also MQF involving 
the derivatives of f(x). — [The Ref. wishes to make the following remarks. The ex- 
pression of the remainder involves, in most cases, a quantity e, of which we learn 
only that lime = 0, but no estimate of eis given. The equations given for the numerical 


computation of the A; are in most cases quite complicated, while this computation 
could be made easy and elegant, through the use of continued fractions (Tehebycheff). 
When discussing Tchebycheff MQF, mention should be made of the recent results 
of 8. Bernstein concerning the real or imaginary character of the z,. Finally, 
mention should be made of a recent paper on MQF by Kowalewski (this Zbl. 15, 345).] 
J. Shohat (Philadelphia). 

Pöschl, Th.: Über eine Methode zur angenäherten Lösung nichtlinearer Differential- 
gleichungen mit Anwendung auf die Berechnung der Durchbiegung bei der Kniekung 
gerader Stäbe. Ing.-Arch. 9, 34—41 (1938). 

Die Durchbiegungen eines geraden Stabes mit konstanter Biegesteifheit ZJ, der 
durch eine axiale, die Eulersche Knicklast überschreitende Druckkraft P= Kk2EJ 
beansprucht ist, wird für die Fälle, daß die Stabenden beide gelenkig gelagert, beide 
eingespannt sind und daß das eine Stabende eingespannt, das andere gelenkig ge- 
lagert: ist, näherungsweise ermittelt, indem die Durchbiegungsfunktion y(s) (Bogen- 
länge s) nach den aus der Störungsrechnung bekannten Potenzreihenansätzen in der 


Form dargestellt wird:  yls) = uyıl) Hay) +-- 
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[Bei den hier behandelten Problemen können die y„(s) mit geradem n fortgelassen 
werden.] Beim Einsetzen dieser Reihe in die (nichtlineare) Differentialgleichung des 
Knickproblems und Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen von u lassen sich 
unter Berücksichtigung der Randbedingungen die %,, %5; - . . nacheinander bestimmen. 
Im Falle beiderseits gelenkiger Lagerung ergibt sich für die maximale Durchbiegung / 


die sehr gute Näherung es eig kt } 
2 
N een | 


(l = Stablänge). Bei Anwendung auf ein Eigenwertproblem (Knickung eines Stabes, 
bei dem der Kehrwert der Biegesteifheit linear bzw. parabolisch verläuft) muß auch 
der Eigenwert A in eine Potenzreihe nach Potenzen von u entwickelt werden. Collaiz. 


Geometrie. 


Cavallaro, Vincenzo G.: La genesi e lo sviluppo naturale delle eostruzioni elassiche 
relative ai punti di Brocard, di Lemoine ete. Giorn. Mat. Battaglini, III. s. 74, 194—206 
(1936). 

Gibbins, N. M.: The Feuerbach quadrilateral. Math. Gaz. 22, 97—104 (1938). 

Gibbins, N. M.: Another eternal triangle. Math. Gaz. 22, 123—131 (1938). 


Durairajan, N.: On three desmie tetrahedra which have a common orthoeentre and 
associated spheres. Math. Student 5, 102—104 (1938). 

Durairajan, N.: A few results in triangle-geometry. Math. Student 5, 105—108 
(1938). 

Gambier, Bertrand: Couple de tetraddres de Möbius. Bull. Sci. math., II.s. 62, 
72-83 (1938). 

Elementare Begründung der Existenz von Möbiusschen Tetraederpaaren, woraus 
die wesentlichen 17 Parameter dieser Figur zutage treten. Nach einer eingehenden 
Besprechung der singulären Fälle zeigt der Verf., daß sich keine regulären Möbiusschen 
Tetraederpaare in der Schläflischen Lage befinden dürfen. Mehr noch: die 4 Geraden, 
die die gegenüberliegenden Scheitel eines solchen Paares verbinden, weisen immer 
2 getrennte gemeinsame Sekanten auf. — Wir bemerken, daß diese Geraden auch keine 
Raumkubik berühren können, ohne daß das Paar singulär wird. D. Barbilian. 


Conte, Luigi: II centro delle medie distanze in due lemmi di Fermat. Period. Mat., 
IV. s. 18, 50—54 (1938). 

Man betrachtet auf einer Geraden den Schwerpunkt x von n gegebenen Punkten z; 
mit den Gewichten p,. Es ist wohlbekannt, daß: 1. I(=— x) =0, wenn 9 =]; 
2. D’pı(2 — ©)? ein Minimum oder ein Maximum, je nachdem Ir 20 ist. Diese 
zwei Sätze finden sich schon bei Fermat in geometrischer Form für 9, =1 und im 
Falle von nur 4 Punkten. Die Beweise von Fermat werden hier in moderner Sprache 
wiedergegeben. E.@. Togliaiti (Genova). 

Richmond, H. W.: On certain ehains of geometrical theorems. Quart. J. Math., 
Oxford Ser. 9, 34—40 (1938). 

Es seien eine Gerade a, und zwei Punkte P,, P, gegeben; und es sei H der Schnitt- 
punkt von P, P, und a,; man konstruiert auf P| P, den Punkt Pso, daß PP,=P3,H; 
P wird als Punkt P(1, 2) bezeichnet. Sind nun eine Gerade a, und drei Punkte P,,P,,P; 
gegeben, so kann man drei ähnliche Punkte konstruieren, die bekanntlich auf einer 
Geraden L(1, 3) liegen, nämlich auf der zweiten Asymptote der Hyperbel, die a, als 
erste Asymptote besitzt und die durch P,, P,, P; hindurchgeht. Sind zwei Ge- 
raden a,,a, und drei Punkte P,, P,, P, gegeben, so hat man zwei solche Hyperbeln, 
deren zweite Asymptote einen Schnittpunkt P(2,3) bestimmen. Sind zwei Ge- 
raden a,,a, und vier Punkte P,, P,, P;, P, gegeben, so hat man vier Punkte P(2, 3), 
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die auf einer Geraden L(2, 4) liegen. Sind drei Geraden a; und vier Punkte P; gegeben, 
so gehen die betreffenden drei Geraden L(2, 4) durch denselben Punkt ?(3, 4) hin- 
durch. Man erhält so eine unendliche Kette von Sätzen; zum Beweis kann man das 
Kurvensystem I’%/L;+4=0 betrachten, wo u =0 die gegebenen Geraden und 
k;,A Konstanten bedeuten. — Verschiedene Ausdehnungen: auf die nichteuklidische 
Geometrie, auf die Kugel, auf den Raum. Die ebene Dualität liefert eine ähnliche 
Reihe von Sätzen, deren erste lauten: Ein Punkt P, und drei Geraden a; liefern einen 
Punkt P(1,3), nämlich den isogonal-konjugierten Punkt von P, in bezug auf das 
Dreieck a, a, a,; sind zwei Punkte P,; und drei Geraden a; gegeben, so hat man zwei 
Punkte P(1,3), die eine Verbindungsgerade L(2, 3) bestimmen; sind zwei Punkte P; 
und vier Geraden a, gegeben, so gehen die vier betreffenden Geraden L(2, 3) durch 
einen Punkt P(2,4) hindurch usw. E.@. Togliatti (Genova). 

Wunderlich, Walter: Darstellende Geometrie der Spiralflächen. Mh. Math. Phys. 
46, 248—265 (1938). B 

Als Spiralung wird die allgemeine eingliedrige kontinuierliche Ähnlichkeitsgruppe 
des Raumes bezeichnet, in Zylinderkoordinatengo =9, +0, r=e@°.r,2=e°*.2,. 
Sie hat eine invariante Achse 2 und eine dazu senkrechte invariante Mittelebene I’ 
und ist winkeltreu. Die allgemeinen Bahnkurven werden aus O = 2’ durch invariante 
Drehkegel mit der Achse 2 projiziert, aus dem Fernpunkt U von z hingegen durch eine 
Drehschar invarianter logarithmischer Zylinder, deren Schnittkurven mit I’ die Bahn- 
kurven der Punkte der Mittelebene sind. — Zur zeichnerischen Behandlung der Spira- 
lung wird eine zu /' parallele Bildebene // verwendet, auf die jeder Raumpunkt 7 
aus O und U projiziert wird; so entstehen Zentralriß 7° und Grundriß 7’. Bildet 
man im Zentralriß die Fernelemente 7,,t, der Bahntangente t und Bahnschmieg- 
ebene r in T ab, im Grundriß dagegen die Spuren 7, =t!', t,=TJ', so bestimmen 
diese Linienelemente mit den Bildelementen von (Tt) zwei Drehstreckungen: 
(Ti)> (TE) =U und (Tr)>(Tik)=B. Die in Anlehnung an die von 
Th. Schmid für die konstruktive Behandlung der Schraubung eingeführten Dreh- 
fluchten erklärten Drehfluchten (7T”*)=A "1(T%,1%) bzw. Drehspuren (T,t,)=8 }(7T’r), 
wobei (7T*1) = (T°t) und (T,t,) = (T’t'), gestatten in ähnlicher Weise eine dar- 
stellend-geometrische Erfassung der Spiralung auf zweierlei Art. Die konstruktive 
Behandlung der infinitesimalen Spiraltransformationen läßt sich mit Zirkel und Lineal 
durchführen; zur Ausübung einer endlichen Transformation wird eine gezeichnet vor- 
liegende log. Spirale benutzt. — In der Arbeit: werden nach diesen Grundsätzen die 
Darstellung des tetraedralen Tangentenkomplexes durchgeführt und die Umrißbestim- 
mung von Spiralflächen besprochen, wobei auf Regelspiralflächen näher eingegangen 
wird, insbesondere auf die Wendelspiralfläche, deren Erzeugende z senkrecht schneiden. 

| Eckhart (Wien). 

Fröhlich, W.: Zur konstruktiven Behandlung von Aufgaben aus der nichteukli- 
dischen Geometrie der Ebene mit Methoden der darstellenden Geometrie. Lotos 85, 
4347 (1937). 

Wenn in der Ebene // mit nichteuklidischer Metrik der Maßkegelschnitt KX 
gegeben ist, so wird durch K eine Fläche 2. Odg. © gelegt. Die ebenen Schnitte von ® 
werden einmal aus dem Pol von I/ bezüglich ® auf // projiziert, ein zweites Mal wird 
der scheinbare Umriß von ® auf /J aus allen Raumpunkten gesucht; in beiden Fällen 
erhält man nichteukl. Kreise. Mit Hilfe metrisch besonderer Flächen © werden Kreis- 
und Dreiecksaufgaben der nichteuklidischen ebenen Geometrie auf räumlichem Wege 
gelöst. Eckhart (Wien). 

Sambo, Ettore: Note sulla geometria delle api. L’angolo delle api & P’angolo piü 
diffuso in natura. Period. Mat., IV.s. 18, 5560 (1938). 

Weitere, insbes. historische Bemerkungen über die Gestalt der Wabenzellen der 
Bienen (vgl. Carruccio, dies. Zbl. 18, 176). Ferner wird auf die Beziehungen zu 
gewissen verbreiteten Kristalliormen eingegangen. W. Fenchel (Kopenhagen). 
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Analytische und algebraische Geometrie: 


Tzitzeiea, G.: La methode de M. Kubota. Bull. Math. Phys. Ecole polytechn. 
Bucarest 8, 6—8 (1937). 

Die Tangenten des Kegelschnitts C: y® — 422 =0 werden durch die Gleichung 
422 +Ay+2z=0 dargestellt; eine Gleichung n-ten Grades A„(A) = 0 liefert: dann 
ein dem Kegelschnitt C umschriebenes vollständiges n-Eck. Sind zwei solche n-Ecke 
gegeben, A,(A)=0 und B„(A) =0, so kann man die Gleichung eines neuen Kegel- 
schnitts J’in einer einfachen Determinantenform schreiben, welcher die n(n— 1)-Ecke 
der beiden n-Ecke enthält. Der Beweis wird im Falle n = 3 durchgeführt. In diesem 
Falle werden die oo! Dreiecke des Ponceletschen Schließungssatzes von der Gleichung 
A(A) +kB(})=0 geliefert; der Ort der Brianchonschen Punkte all jener Dreiecke 
ist ein weiterer Kegelschnitt X; drei beliebige dem Kegelschnitt © umschriebene 
Dreiecke geben, zu je zwei betrachtet, drei Kegelschnitte X,, K,, K,, die einen Punkt 
gemein haben. E.@. Togliatti (Genova). 

Valeiras, Antonio: Eine Fundamentaleigenschaft der Kurve von Viviani und ver- 
wandte Fragen. An. Soc. Ci. Argent. 125, 30—40 (1938) [Spanisch]. 

Die Kurve von Viviani ist Schnitt der Kugel mit einem berührenden Zylinder 
von halbem Radius. Projiziert man sie stereographisch aus ihrem singulären Punkt 
auf die Ebene, so erhält man eine gleichseitige Hyperbel. In dieser Arbeit wird nun 
gezeigt, wie einfache Eigenschaften der Viviani-Kurve auf diese Weise solchen der 
Hyperbel entsprechen und umgekehrt. Durch Vermittlung der Hyperbel erhält man 
ferner eine einfache Parameterdarstellung der Kurve, in der die Bedingung dafür, 
daß 4 Punkte der Kurve in einer Ebene liegen, £,fyt3i, = 1 lautet. Weiterhin wird 
der bekannte Satz abgeleitet, daß der Flächeninhalt des Teils, den die Kurve auf der 
Fläche ausschneidet, gleich dem Quadrat des Kugeldurchmessers ist. Burau. 


Lorent, H.: Sur des groupes de points de eontaet quintiponetuel d’une eubique plane 
de genre un avec des eoniques. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 7, 171—176 (1938). 


Haenzel, G., und F. Reutter: Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. III. 
J. reine angew. Math. 178, 229—252 (1938). 

Die Grundlagen dieser Arbeit sind von G. Haenzelin zwei früheren Abhandlungen 
(vgl. dies. Zbl. 11, 321 u. 14, 173) gegeben worden. Im Anschluß an diese wird hier zuerst 
eine Theorie der Oskulation in der linearen Strahlenkongruenz entwickelt. 1. Dabei 
wird die Hauptachsenfläche Z der oskulierenden Hyperboloide rechnerisch hergeleitet 
und die Evolutenregelfläche E in der linearen Kongruenz gewonnen. Mit einer ge- 
gebenen Regelfläche R sind H und E verknüpft. H trägt dabei die Tripel von Haupt- 
achsen der oskulierenden Regelfläche 2. Grades von R und begleitet jede R. Von E 
kann nur in Verbindung mit den in der linearen Kongruenz enthaltenen Regelflächen 
gesprochen werden; sie sind dort die Analoga der Evolute einer ebenen Kurve. E von R 
ergibt sich als die Hüllfläche der oo! zu R konjugierten Strahlenparaboloide. 2. Im 
Mittelpunkt der Arbeit aber steht die Behandlung einer neuen, von den Verff. aufgefun- 
denen Flächenklasse, die aus Flächen und Flächensystemen besteht, die einerseits 
in der elliptischen, andererseits in der hyberbolischen linearen Kongruenz enthalten 
sind und mit Hilfe von Differentialgleichungen gewonnen werden (Trajektorflächen). 
Ausgehend von einem Steinerschen Kreissystem in der Ebene und der damit ver- 
bundenen Auffindung einer neuen Familie von Kurven, die als senkrechte Trajektorien 
der Steinerschen Kreissysteme erhalten werden können, ergibt sich eine Kennzeichnung 
der Kreistrajektorien 1. bis5. Art. Als Trajektorflächen T werden dann die konjugierten 
Flächen der Ringsysteme von Regelflächen 2. Grades bezeichnet. a) Es werden dabei 
zuerst mit analytischen Methoden die 7 der linearen elliptischen Kongruenz be- 
stimmt. Dabei ergeben sich zunächst zwei Systeme von T, deren interessante geo- 
metrische Eigenschaften vollständig angegeben werden (Trajektorflächen 1. und 2. Art). 
Die Behandlung der weiteren Arten von T der elliptischen linearen Kongruenz lie- 
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fert je ein System von Trajektorflächen 3., 4. und 5. Art, womit Vollständigkeit 
erreicht ist Auch diese letzteren Flächen haben interessante geometrische Eigenschaften. 
Den 5 verschiedenen Arten von 7 in der elliptischen linearen Kongruenz ist gemeinsam, 
daß sie durch keine reellen Kollineationen ineinander übergeführt werden können. 
b) Die Untersuchung der Trajektorflächen in der linearen hyperbolischen Kongruenz 
liefert entsprechend die 7 6. bis 10. Art und ihre geometrischen Eigenschaften. c) Da 
die parabolische lineare Kongruenz für die Untersuchung von Trajektorflächen aus- 
scheidet, so gibt es genau die 7 1. bis 10. Art. 3. Es folgt die Untersuchung der Tra- 
jektorflächen 7 im polaren Raume einer Regelfläche 2. Grades. Sie liefert die gemein- 
samen Eigenschaften und vermittelt grundlegende neue Einsichten in deren geome- 
trische Struktur. Von den genau 10 Arten transzendenter 7 haben die 7’ 1. bis 5. Art 
zwei konjugiert imaginäre windschiefe, die 7 6. bis. 10. Art zwei reelle Leitgeraden. 
Die T 1. bis 4. Art und 6. bis 9. Art sind die allgemeinen; für sie gilt der folgende 
grundlegende Satz: „Eine allgemeine Trajektorfläche ist autopolar im polaren Raume 
einer nicht zerfallenen (reellen oder imaginären) Strahlenfläche 2. Grades. Die beiden 
Leitgeraden der Trajektorfläche sind Leitgeraden der Strahlenfläche 2. Grades. Die 
Regelstrahlen der Trajektorfläche sind paarweise reziproke Polaren des polaren Raumes.‘“ 
Daher ergibt sich, daß im polaren Raume einer reellen Strahlenfläche 2. Grades auto- 
polare 7 1.,3.,4.,6.,7.,8.und 9. Art liegen, während die autopolaren 7’ 2. Artim polaren 
Raume einer imaginären Fläche 2. Grades mit reellem Polarsystem liegen. 4. Die aus- 
gearteten 7 (5. und 10. Art) liefern je eine neue Eigenschaft des Polarsystems der 
Regelfläche 2. Grades, die angegeben wird. — Der interessanten Abhandlung sind gute 
Abbildungen der Kreistrajektorien 1. bis 5. Art und geeigneter Schnitte der 7 bei- 
gegeben. Steck (München). 

Klima, Josef: Sur une reprösentation linsaire sp&ciale de Pespace des droites par 
la variet6 des couples de points dans un plan. Cas. mat. fys. 67, 114-130 u. franz. 
Zusammenfassung 130—131 (1938) [Tschechisch]. 

L’au. etudie la representation de l’espace sur un plan x definie de maniere que, 
chaque droite A de l’espace se trouve represente&e, sur le plan x, par le couple de traces 
des droites conjugu&es & A par rapport & deux complexes lin&aires fixes. Ces com- 
plexes sont supposes &gaux et leurs axes perpendiculaires l’une & l’autre et situees 
dans le plan x. Les images des figures fondamentales sont les lieux des images des 
droites incidentes avec ces figures. Ainsi l’image d’un point est constituee par deux 
droites perpendiculaires l’une & l’autre, celle d’un plan par une similitude dont les 
droites correspondantes sont perpendiculaires l’une & l’autre. Des nombreuses con- 
structions traitees dans ce travail citons seulement les constructions d’incidence: Le 
point d’intersection d’un plan et d’une droite, la transversale par un point de deux 
droites, les transversales communes de quatre droites. O. Boruvka (Brno). 

Segre, Beniamino: Sulla totalitä degli spazi di dimensione massima giacenti su di 
una quadrica di S„, con particolare riguardo al easo din = 7. Boll. Un. Mat. Ital. 
17, 1—14 (1938). 

Die Räume der höchsten Dimension, die auf einer Quadrik V?_, des Raumes S, 
liegen, besitzen die Dimension k+e— 1, wenn n=2k-+e (wobei e=0,1), und 
bilden ein einziges System oder zwei getrennte Systeme der Dimension $k(k +1), 
je nachdem e=0 oder e=1 ist. Ein solches System 2 ist in jedem Falle rational, 
nicht immer aber linear; in der Tat können die Räume von & nur für n<5 einein- 
deutig und ohne irgendwelche Ausnahme auf die Punkte eines Raumes abgebildet 
werden. Ist n>6, so stellt sich die Aufgabe der Bestimmung der niedrigsten Ord- 
nung einer singularitätenfreien algebraischen Mannigfaltigkeit V, deren Punkte die 
Räume von 2 eineindeutig und ausnahmslos darstellen. Die beiden Fälle e=0 und 
e=1 können gleichzeitig behandelt werden und führen zu derselben V. Hier wird 
der Falln = 7 behandelt. Bezeichnet man mit 2,2, 2,23%, Yyı yays und SU BAYYY%Y% 
die homogenen Punktkoordinaten in zwei Räumen $,, &, und betrachtet man die 
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zwei Quadriken OQ= Day, !=Düy, (i=0,1,2,3), so liefern folgende acht 
Gleichungen: 


Hate tn%—=0, YRatyatyatyh=0, 

HA NH— Yyy—0$,; Yyı- At RB =0, 

HR Hot YyY— Yy=d, YR—- YyHt Hu mi=0, 

HB HH t Y%— Yyyı=d, Yh—- yHtAHB- nA=0 
eine Transformation (2 zwischen Q, Q’, so daß den Punkten von @ (oder 9’) Räume 8% 
(oder 8,) eines Systems &” von Q’ (oder & von Q) entsprechen. Für n = 6,7 ist so 
die gesuchte V einfach eine Quadrik. Daraus kann man auch eine Transformation 
zwischen den Räumen der zwei übrigen S,-Systeme 0, 6’ von Q,Q’ folgern. Es folgt 
die geometrische Untersuchung der so definierten Transformationen;; insbesondere wird 
ihre Wirkung auf die einfachsten Gebilde (Geraden, Kegelschnitte usw.), die auf Q 
liegen, untersucht. Anwendung auf die Bestimmung aller eineindeutigen und ausnahms- 
losen Transformationen zwischen zwei S,-Systemen auf Q, 9’. Besondere Berücksichti- 
gung des Falles, wo Q@, Q’ zusammenfallen und 2 involutorisch ist. E.@. Toglatti. 

Du Val, Patrick: The fixed part of the canonical system on an algebraie surface. 
Proc. Cambridge Philos. Soc. 84, 1—5 (1938). 

It is well known that the exceptional curves of an algebraic surface appear as 
fixed components of the canonical system k, to well defined multiplicities. The residual 
system k* may or may not possess fixed components. A fixed component of k* may 
be an exceptional curve, due to the fact that that curve occurs in k to a higher multi- 
plicity than. the one demanded in general. Dealing with a fixed component of k* 
which is not an exceptional curve, one is led to distinguish between two cases, accord- 
ing as the fixed component does or does not meet the variable part of k* (assuming 
that k* possesses a variable part, i.e. that 7, >1). While there are no examples 
showing the possibility of the first: case, B. Segre, Campedelli and Bronowski 
have given many examples when the second case takes place. The main contribution 
of the present paper is the proof of the following theorem: If p, > 1 and if k* possesses 
a fixed component which is not an exceptional curve and which does not meet the 
variable part of k*, then p® =1, the surface has a pencil of elliptic curves, with 
which the variable part of the canonical system is compounded, and the total fixed 
part is algebraically equivalent to a multiple, which may be fractional, of the pencil. 

O. Zariski (Baltimore). 

Ales, Maria: Sulle forme algebrico-differenziali appartenenti ad una varietä al- 
gebriea. Rend. Circ. mat. Palermo 61, 43—48 (1937). 

Une forme differentielle r"ple dans n>r variables z,, 29, . . -, 2%, (reelles ou com- 


plexes): Pr DA lin Ran 09) Re sed, 
ur 


est: dite totalement reductible, lorsqu’elle peut &tre reduite & la forme 
F,= B(u,,-: »%) du)...du, 

moyennant un changement de variables convenable; dans cette hypothöse F, resulte 
manifestement integrable. Reciproquement, F, — supposee integrable — est toujours 
totalement integrable pour r =1 (n quelconque), et pour n=r-+-1 (r quelconque): 
dans les deux cas (dont le premier est classique) I’A. considre les varietes de niveau 
de F,, et donne certaines proprietes se rapportant & l’algebricit& de ces varietes, en 
supposant F, attachee & une variet& algebrique de l’espace des n variables complexes 
EL RE Beniamino Segre (Bologna). 

Todd, J. A.: Birational transformations with isolated fundamental points. Proc. 
Edinburgh Math. Soc., II. s. 5, 117—124 (1938). 

Let T be a birational transformation between a V, and a Vz, possessing only 
a finite number of fundamental points on either variety. Let A,,4A,,... be the 
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fundamental points on V,, X, %g,... the corresponding V,_,’s on Vz, and let 
4,4,...W,Q,... have the similar meaning for T-!. The question treated is 
that of the transformation law of the canonical systems X, under these particular 
birational transformations. The following formula is derived: T{X4_» — Ar Z(U%) 


= X, —- DAR), where 1<h=d, = 6) _ Be N. As an application it is 


shown that Be arithmetic genus of V, is unaltered by T, if d=6. O0. Zariski. 

Waerden, B. L. van der: Zur algebraischen Geometrie. XII. Ein Satz über Korre- 
spondenzen und die Dimension einer Sehnittmannigfaltigkeit. Math. Ann. 115, 330--332 
(1938). 

The author has proved in a preceding paper (this Zbl. 9, 226) that if in an irreducible 
correspondence between two varieties M and N, to a general point & of M there corre- 
sponds a b-dimensional variety, then the variety which corresponds to any special 
point &’ does not contain components of dimension less than b. In the present note 
a new proof of this theorem is given, based upon the theory of algebraic systems 
developed by the author and Chow (this Zbl. 16, 40). It is shown how this theorem 
can be applied toward the proof of the following: the intersection of two varieties M, 
and M, of dimensions r and s respectively, in a projective space S„, does not contain 
components of dimension <r +s— n. The idea of the proof is to consider the 
correspondence obtained by associating with each point & of M, all the projective 
transformations 7 in S,„ which carry & into points of M,. The statement then fellows 
from the fact that M, and 7T-1M, have always points in common fr +s>n and 
from the principle of counting constants. O. Zariski (Baltimore). 


Differentialgeometrie: 

Boggio, T.: Sulla eurvatura di una superfieie e di una varietä. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., VI.s. 27, 12—18 (1938). 

Zwei Beweise des Gaußschen Theorema egregium, von denen der erste allerdings 
mit dem von Baltzer übereinstimmt (vgl. Blaschke, Differentialgeometrie, I, $ 45, 
3. Aufl., Berlin 1929). Ferner wird eine in dem Buche von Burgatti, Boggio und 
Burali-Forti (Geometria differenziale, S. 200, Bologna 1930) durchgeführte Um- 
formung eines Ausdrucks für die Riemannsche Krümmung etwas vereinfacht. Fenchel. 

Hopf, H., und H. Samelson: Zum Beweis des Kongruenzsatzes für Eiflächen. 
Math. Z. 43, 749766 (1938). 

Cohn-Vossen (Nachr. Ges. Wiss. Göttingen 1927, 125—134) hat erstmalig be- 
wiesen, daß zwei längentreu aufeinander abbildbare, stückweise analytische Eiflächen 
kongruent (oder symmetrisch) sind. Der (indirekte) Beweis beruhte auf Abschätzungen 
der Indizes der Singularitäten eines tangentialen Richtungsfeldes, das folgendermaßen 
definiert ist: Es seien # und F’ zwei nichtkongruente, isometrisch aufeinander ab- 
gebildete Flächen. Eine Tangentenrichtung von F wird dann zum Felde gezählt, wenn 
der Normalschnitt von F in dieser Richtung und der von F’ in der bei der Isometrie 
entsprechenden Richtung dieselbe Krümmung haben. Die Verff. geben eine neue 
Darstellung dieses Beweises unter Beibehaltung des ursprünglichen Gedankenganges. 
Es werden mehrere bei Cohn-Vossen nur angedeutete Schlüsse ausgeführt und viele 
Vereinfachungen in Einzelheiten erzielt. Ferner werden die topologischen und diffe- 
rentialgeometrischen Hilfssätze, die z. T. auch selbständiges Interesse haben, zu- 
sammengestellt; die meisten sind bekannt, für einige werden aber neue einfache Be- 
weise mitgeteilt. W. Fenchel (Kopenhagen). 

@ Blaschke, Wilhelm: Über eine geometrische Frage von Euklid bis heute. Nach 
Vorträgen in Leiden, Amsterdam und Groningen im Jahre 1938. (Hamburg. math. 
Einzelschriften. H. 23.) Leipzig u. Berlin: B.G. Teubner 1938. 20 8. u. 8 Fig. 
RM. 1.50. 

Bericht über Probleme und Ergebnisse, die die Unverbiegbarkeit der Eiflächen 
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und konvexen Polyeder sowie die Realisierbarkeit einer Eifläche mit vorgeschriebenem 
Linienelement betreffen. — Für die Unverbiegbarkeit, wie sie für stückweise 
analytische Flächen von Cohn-Vossen bewiesen worden ist (vgl. vorst. Ref.), wird ein 
neuer Beweis skizziert, der von einschränkenden Regularitätsannahmen vermutlich 
nur unwesentlichen Gebrauch macht. Nach Bianchi gibt es zu zwei isometrisch 
aufeinander abgebildeten Flächen F und F’ eine bis auf elliptische Bewegungen be- 
stimmte Fläche ® des elliptischen Raumes, den Drehriß der Isometrie, die dann und 
nur dann in einen Punkt entartet, wenn F und F’ kongruent sind. Es wird nun die 
bekannte sphärische Abbildung von ® auf zwei euklidische Kugelflächen betrachtet. 
Aus der Konvexität und Geschlossenheit der Flächen # und F’ wird geschlossen, 
daß die beiden sphärischen Bilder von ® schlicht sind und daß die Oberfläche O0’ der 
Polarfläche ®’ von ® mindestens 4x ist. Aus dem elliptischen Analogon 
M® + (2n — O)?>4n? der Minkowskischen Ungleichung zwischen Integral M der 
mittleren Krümmung und Oberfläche O einer geschlossenen Fläche des elliptischen 
Raumes wird andererseits geschlossen, daß 0’ <47 sein muß. Aus O’=4n in Ver- 
bindung mit der erwähnten Schlichtheit: der sphärischen Bilder folgt dann, daß ®’ 
eine Ebene, also ® ein Punkt ist. — Schließlich wird über den neuen Ansatz von Verf. 
und Herglotz für den Beweis der Realisierbarkeit einer Eifläche mit vorgeschriebenem 
Linienelement berichtet (vgl. folgendes Ref.). W. Fenchel (Kopenhagen). 

Blaschke, W., und 6. Herglotz: Über die Verwirklichung einer geschlossenen 
Fläche mit vorgeschriebenem Bogenelement im Euklidischen Raum. S.-B. Bayer. 
Akad. Wiss. 1937, 229—230 (H. 2). 

Die Frage nach der Existenz einer Eifläche mit willkürlich vorgeschriebener erster 
Fundamentalform g positiven Krümmungsmaßes läßt sich auch folgendermaßen formu- 
lieren: Man wähle eine beliebige Fläche F vom Typus der Kugel und fasse die Form q 
als Funktion der Punkte von F auf. Läßt sich der von F begrenzte Raumteil J so 
mit einer Riemannschen Metrik Q vom Krümmungsmaß 0 versehen, daß diese Metrik 
auf F mit der gegebenen g übereinstimmt? Die Verff. zeigen, daß die eventuellen 
Lösungen des Variationsproblems ö j) RdV =0, wo R die skalare Krümmung und dV 
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das Volumenelement einer Riemannschen Metrik sind und alle die Randbedingung 
erfüllenden Metriken Q zur Konkurrenz zugelassen werden, die gewünschten Eigen- 
schaften besitzen. Damit ist: die obige Frage auf die Existenzfrage für dieses Variations- 
problem zurückgeführt. W. Fenchel (Kopenhagen). 

Popa, I.: Geometria proiettivo-differenziale delle singolaritä: Il punto di flesso di 
una superficie qualunque. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 26, 147—150 (1937). 

L’A. etudie, au point de vue projectif-differentiel, ce qu’il appelle un point d’in- 
flexion d’une surface F de l’espace ordinaire, c’est-A-dire un point O simple de la 
surface F tel que le plan tangent en O rencontre F suivant une courbe ayant O comme 
point (au moins) triple. La courbe section de F avec un autre plan quelconque passant 
par O, admet O comme point d’inflexion: I’A. lui applique des resultats obtenus par 
E. Bompiani sur les points d’inflexion des courbes planes [Boll. Un. Mat. Ital. 5, 118 
(1926)], et il en deduit le moyen de rapporter F & un repere projectif — attache intrin- 
sequement au voisinage du 6M® ordre du point O — et de donner une signification 
geomötrique invariante du developpement qui s’ensuit pour l’&quation de F. sSegre. 

Rossinski, Serge: Sur la deformation des congruences de Ribaucour & r&seau 
eonjugu& persistant. Rec. math. Moscou, N.s. 2, 1199—1204 u. franz. Zusammen- 
fassung 1204 (1937) [Russisch]. 

Les rayons d’une congruence C sont invariablement lies aux plans tangents 
perpendiculaires d’une surface $. Peut-on deformer 8 & reseau conjugue persistent 
si C est assujetie & la condition d’&tre une congruence de Ribaucour pendant la 
deformation de S? L’auteur indique une solution particuliere du probl&me pose. 

S. Finikoff (Moskau). 


236 


Kasner, Edward: Characterization of the eonformal group and the equi-long group 
by horn angles. Duke math. J. 4, 95—106 (1938). 

Some years ago the author introduced the notion of a “natural conformal measure 
M,s” and a “natural equi-long measure 4,5’ of a horn angle [Proc. Int. Congr. Math. 
Cambridge 2, 81 (1912), Comp. also Kasner-Comenetz, this Zbl.14, 178]. The 
principal result of this new paper is the statement that the group preserving M,, is 
the direct conformal group and the group for which 415 is invariant is the direct egui- 
long group. These theorems follow as a consequence of the theory of curves 

y'= n nn y'°+ g9Y" + h, (L-family) 

y'= hy"? En ky"* (A-family) 
considered by the author, whose main results may be stated as follows: The group 
of transformations which carries every Z-family into an L-family is the conformal 
group. Furthermore the transformation group which converts every A-family into a 
A-family is a group of line transformations which carries parallel lines into parallel 
lines. Hlavaty (Praha). 

Comenetz, George: Kasner’s invariant and trihornometry. Amer. Math. Monthly 
45, 82—87 (1938). 

The theorem concerning the expression I}, as defined in the abstract of Kasner’s 
and Commenetz’s paper (see this Zbl. 14, 178) holds also for geodesic curvatures of 
curves on a surface. (A very short proof may be found by means of tensor cal- 
culus. Ref.) Hlavaty (Praha). 

Fialkow, Aaron: Einstein spaces in a space of constant eurvature. Proc. Nat. 
Acad. Sci. U. 8. A. 24, 30—34 (1938). 

Je nachdem die mittlere Krümmung A einer reellen Einsteinschen Mannigfaltig- 
keit E„, welche in einem reellen Raum S,„+, konstanter Krümmung X, eingebettet 
ist, der Bedingung 

l.ea>e(n—1)K, 2.A=(n—1)K, 3. eA<e(n—1)K, 
genügt, gehört die E,„ in eine spezielle Klasse, deren Eigenschaften in dieser Arbeit 
untersucht werden. Hier ist e= +1, je nachdem die Normale der Z, im +- oder—- Ge- 
biet des Nullkegels von S,+, gelegen ist, Die Sätze enthalten alle bereits bekannten 
Sätze (z. B. die von T.Y. Thomas, E. Kasner u.a.) als Spezialfälle. Deformierbar- 
keit und Möglichkeit der Trennung von ds? in 2 auseinanderfallenden Formen 


A en %,ß=1,...,9 
ds? = 9,g(2*) da” daf + g,3(07) dar da?, RR 
werden speziell untersucht. Für die Beweise wird auf eine spätere Arbeit: verwiesen. 
Struik (Cambridge). 
Chern, Shiing-Shen: On projeetive normal coördinates. Ann. of Math., II. s. 39, 
165—171 (1938). 
Using the relation (*) given by the ref. in the abstract of Cartan’s paper (this 
Zbl. 17, 423) one gets easily (if all indices run from 1 to n) 


ar. ad [) o [) N 1 (7) 0 J 
Ha = WA Hd" +4 A 108 (Ar Aur oh) 
(1) 
1 © u OR: h 
der! 


II resp. being the coefficients of the projective connection according to Princeton 
school resp. to Cartan. On the other hand the normal coordinates with regard to I7 
are defined by AO (2) 


Au 
while Cartan’s definition requires 
ou, =, out. (3) 
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In order that both normal coordinates coincide it: is necessary and sufficient that 
Det. 4, 18 const, as follows easily from (1), (2) and (3). This condition is obviously 


equivalent to [(dut...dur] = [ol,...,o®] 
(in Cartan’s notation). — The author finds also the necessary conditions in terms 
of the curvature tensor and its covariant derivatives. Hlavaty (Praha). 


Levine, Jack: Metrie spaces with geodesie Ricei eurves. I. Bull. Amer. Math. Soc. 
44, 145—152 (1938). 
Given a set of linearly independent vectors a, one finds easily (using the well 


known Ricci’s condition Y;aa = 0 for geodesic congruences) that the scalars _,, 
solution of PK: Rare 
Klo = li — Yin) i$i;4=Hl 
(? not summed) give rise to a metric tensor . 

- a I 

g = Zul MY J= al, 
with regard to which the congruences defined by A are geodesic. In the first part 


the equation (1) is deduced and the corresponding conditions of integrability are 
given. Assuming that these conditions are satisfied the author finds the conditions 
for the scalars 6;, such that er! 

; nu 


determine the geodesic Ricci’s curves of (g’?), i.e. 
Run =0, ab, 
Ryijzr being the curvature tensor of g. Hlavaty (Praha). 

Mayer, W., and T. Y. Thomas: Fields of parallel veetors in non-analytie manifolds 
in the large. Compositio Math. 5, 198—207 (1937). 

In a previous paper T.Y. Thomas has investigated the question of existence 
of fields of parallel vectors defined over open point sets in a connected coordinate 
manifold M of class (”, admitting an affine connection Lz, of class O,s<sr— 2. 
[Compositio Math. 8, 453—468 (1936); this Zbl. 15, 126]. This paper considered only 
the analytic case. In the present paper the authors exhibit the essential differences 
between the analytic and non-analytic cases. It is shown that any regular or non- 
essential singular point of M,is a regular point with respect to a system E,+---+E,-ı 
and conversely any point which is regular with respect to this system is either a regular 
or non-essential singular point. Here the system (Z,) is given by 

EB, ußr, dr... 0, 
where the B denote the 0,1,...,nth ae derivatives of the curvature tensor. 
A point is regular with respect to E,+ --- + E,, if there exists a neighborhood in 
which the rank of the matrix of the B in this system is constant. A singular point 
for which a neighborhood exists, such that the equation 


s=n—l 
BBY,B,. . In = Aa! 13... On Bepanı.. ‚Ts 

is satisfied for continuous A, is ai a non-essential singular point. The investigation 
reveals reasons why the algebraie characterization of the first paper does not seem 
to be extensible to coordinate manifolds of class (”. Struik (Cambridge). 

Hlavaty, V.: Systöme de connexions de M. Weyl. Acad. Tcheque Sci., Bull. int. 
87, 181—184 (1936). 

In einer Mannigfaltigkeit mit einer Weylschen Übertragung 


n,=17)+3Q,&+ 948-9." n.): 
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invariant in bezug auf die Transformationen 


(a) Ti = 8Qju> (b) Au — Qu —&r (Su = Ö, logs) 
wird die Transformation () = Qu+% 
eingeführt, wo C,, ein beliebiger Vektor ist. Dann entsteht: ein System von Über- 
ie NT, = T1.+3(0,8+ 0% — 0.99.) 


Diese Übertragungen werden untersucht und einige wichtige invariante Größen er- 
halten. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß es unter diesen 
Übertragungen eine mit verschwindender Krümmungsgröße gibt, werden aufgestellt. 
Auch gibt: der Verf. eine Übertragung, welche in bezug auf (a), (b), (c) invariant ist. 
Der Fall n=3 bildet eine Ausnahme. Struik (Cambridge, Mass.). 

Yano, Kentaro: Remargques relatives ä& la th&orie des espaces & connexion con- 
forme. ©. R. Acad. Sci., Paris 206, 560-563 (1938). 

In dieser Arbeit werden die wichtigsten Formeln der Theorie der konformen Trans- 
formationen einer Riemannschen Übertragung in der Cartanschen Schreibweise ab- 
geleitet. Der Verf. findet die konformen Transformationen von Veblen [vgl. Proc. 
Nat. Acad. Sci. 21, 168—173 (1935); dies. Zbl. 11, 175] und T.Y. Thomas [ib. 18, 
103—112 (1932); dies. Zbl. 3, 365] sowie die konformen Krümmungsgrößen von Weyl 
und J.M. Thomas [ib. 12, 389—393 (1926)]. Struik (Cambridge). 

Haantjes, J.: Die induzierte konvariante Ableitung für Spinoren. Akad. Wetensch. 
Amsterdam, Proc., 41, 155—160 (1938). 

Jedem Punkte einer Riemannschen Mannigfaltigkeit V, mit Koordinaten x” 
(%,),. =1,...6) sei ein affiner Raum Z, (Spinraum) mit kartesischen Koordina- 
ten X4 (A,B,.-- =1,...,4) zugeordnet. Sodann werden die kontravarianten Vek- 
toren v* mit den Spinbivektoren vi? in folgender Weise verbunden: 

vet? Arargirr, 
wo a;; dem Spinquadruvektor a4#CD entspricht. Sodann wird 
Vu’ = 9 
angesetzt, und daraus die Übertragungsparameter A}, für Spinvektoren berechnet. 
Neben Größen erster Gattung werden auch Größen zweiter Gattung betrachtet. Das 
entsprechende Problem für eine V, wird gelöst, indem man sie als geodätische V, 
in einer V, auffaßt. Struik (Cambridge). 

Hainfbviei, Mendel: Sur la g6omötrie d’une intögrale. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 
1071—1073 (1938). 

Announcement (without proof) of a geometry of the integral 


n 
Da ey .c 
o=2 
with regard to a certain group which preserves n — 1 directions 279, ...,7n. The 
reference frame R is composed of the linear element 7, and its center M and of 
N» Nm: I£ Tj, and C/, are the coefficients of Cartan’s connection with regard 
to R, the corresponding coefficients with regard to the frame K of coördinates and 
the coefficients of the relationship R>K may be found on account of five 
assumptions. Hlavatyj (Praha). 
Ohkubo, Takeo: Die Geometrie der partiellen Differential-Gleiehungen dritter 
Ordnung. J. Fac. Sci. Hokkaido Univ., Ser. I, Math. 6, 113—124 (1937). 
The main results may be stated as follows: Starting with a system 


Papy + Bir (we, 0, 9%) Piaepd, + Kr 2,0, P)Pint Dip, (w, #9) = 0 
(, I, k, ee 1,. N; %, ß; Y- = 15 „K, K=zsn, PaB.. —— Tzlourouf.. .) 


the ie finds a connection 7 j, invariant under u —ue on] a connection @7. 
invariant under @”—x', both connections being expressed in terms of B and (. 
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Consequently if v, is a mixed tensor, 

Av; = dvg + Lj,vhdat — 65, dur vo, 
in a new tensor of the same kind. The symbol A gives rise to different covariant 
derivatives which lead to different curvature tensors. Hlavaty (Praha). 


Hokari, Shisanji: Die Differentialgeometrie in der speziellen Kawaguchischen 
Mannigfaltigkeit mit der Maßbestimmung von einer bestimmten Gestalt. J. Fac. Sci. 
Hokkaido Univ., Ser. I. Math. 6, 125—157 (1937). 

Using the results by Synge (see this Zbl. 12,88) and Craig (see this Zbl. 15, 127), 
the author shows that the definition of arc 


s= [F«, Ch 


gives rise to a scalar density [provided that the matrix be of rank n — ı) 


o?F 
CR A Fa) 
and generalizes the Synge construction (l.c.), i.e. shows how to get vector den- 
sities starting with a given scalar density. Furthermore the author gives a con- 
struction of absolute invariants, starting with a given scalar density I and a con- 
struction of scalar densities of the same weight as a given scalar density. These 
results are applied to different special types of F and enable the author to intro- 
duce and to consider also different types of connections related with F. Hlavaty. 


Topologie: 

Whitney, Hassler: Topologieal properties of differentiable manifolds. Bull. Amer. 
Math. Soc. 43, 785--805 (1937). 

This is an expository account of the author’s recent investigations on sphere- 
spaces [Proc. Nat. Acad. Sci. 21, 464—468 (1935); this Zbl. 12, 126] and diffe- 
rentiable manifolds [Ann. of Math. 37, 645—680 (1936); this Zbl. 15, 320]. A 
sphere-space S(K) with base complex K is defined by associating to each point p 
of K a v-sphere $(p) and to each closed cell o and p in o a (l— 1) mapping £&,(p) 
of S(p) onto a v-sphere of reference S°. It is agreed that if p is common to co 
and 0’, the map &;!(p) &,(p) of S° into itself is to be orthogonal. The totality 
of all points of all S(p)’s is the “total space” S(K). If on each $(p) there can be 
chosen a set: of mutually orthogonal points ®,(p), ... ., ®,(p) which vary continuously 
in &(K) with p, S(K) is called A-simple. If L is a subset of K, h-simplicity over Z 
can be defined in a natural way. The author illustrates the simplest invariants which 
serve to distinguish between sphere-spaces with a given base K and leads up to the 
following theorem stated without proof: For each r, 2<r<»v-+1 thereisinKa 
characteristic r-dimensional cohomology class %” of cocycles (dual cycles) which is an 
invariant of S(K); the coefficients are integers unless is even and <» +1 in which 
case they are integers mod 2; when r is odd, 2% =0; S(K) is  — r + 2)-simple 
over K’ (the subcomplex of cells of dimension <r) if and only if A” =0. — The in- 
variants h’ completely classify S(K)’s for v»=0,1, and dimX <=3. — These results 
have application in such questions as the existence of sets of mutually orthogonal 
continuous vector distributions on a differentiable manifold. The last part of the 
paper contains a discussion of the topology connected with the theory of differential 
forms on a manifold and their integrals. Smith (New York). 

Richardson, M.: Special homology groups. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S8.A. 24, 
21-23 (1938). 

Let @={1,7,,T3,... Tm-ı} be a finite group of simplicial homeomorphisms 
of a complex K into itself and let @ be the operator a, + a,7, +: + -ıTn-ı 
where the a; are arbitrary but fixed integers. A p-chain X with coefficients in a 
group ®& is of “type a” if there exists a chain Y such X =aY. Let W, be the additive 
group of p-cycles of type a and W%, those which are a-homologous to 0, i.e. are boundaries 
of chains of type a. The author sketches without proofs the beginnings of a theory 
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concerning the a-homology groups H2(K,G) = X, — Up. These groups are the same 
as the ordinary homology groups of a complex associated in a certain way with K, @. 
In certain cases they are intimately related to the ordinary homology groups of the 
space obtained by identifying the points of K which are congruent under @. In any 
case the groups H2 are topological invariants of K, @ in the sense that if K' is a second 
complex admitting a group @’ of simplicial homeomorphisms 7’ and if there exists 
a homeomorphism 7 between K and K’ such that 7;=r"'T;r, then for every a, 
H3(K, 6) = Hy(K',@). Smith (New York). 

Bassi, Achille: Su aleuni nuovi invarianti delle varietä topologiehe. Ann. Mat. 
pura appl., IV. s. 16, 275—297 (1937). 

Es handelt sich um die Maximalzahl von ‚„Elementarstücken“, in die sich eine 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit zerlegen läßt. „Elementarstücke“ können sein: 
1. n-Zellen, 2. Mannigfaltigkeiten mit regulärer Berandung und der Homologiegruppe 
einer n-Zelle, 3. zusammenhängende Mannigfaltigkeiten, in denen jeder r-Zyklus null- 
homolog ist. Die entsprechenden Anzahlen (Invarianten) sind u, 4,42. Es ist 
MZlı lg, und es wird bewiesen, daß für unberandete Mannigfaltigkeiten 
2<m;=<n-+1 und für berandete Mannigfaltigkeiten 1<w;,=sn gilt. Innerhalb 
dieses Spielraumes ist; jedes u; möglich. Wichtige Hilfsbetrachtungen sind: 1. Die 
Farbenzahl für irgendeine Zerlegung in Elementarstücke kann nicht kleiner sein als 
das zugehörige 1. — 2. Durch Bildung des topologischen Produkts kommt man zu 
Invarianten, die kleiner sind als die Summe der entsprechenden Invarianten der 
Faktoren. — 3. u(A{4 B)<u(4), wenn w(B)< w;(4) ist. Dabei bedeutet + 
einen gewissen Verschmelzungsprozeß von Mannigfaltigkeiten, die beide berandet oder 
beide unberandet sind. In der Arbeit sind mehrere Hilfsbegriffe entwickelt, die auch 
für andere Probleme wichtig sein mögen. Die Abhandlung war vorangezeigt: in einer 
Note Proc. Nat. Acad. Sci. U.8.A. 22, 698—699, dies. Zbl. 16, 377. Friedrich Levi. 


Eilenberg, Samuel: Sur les transformations & petites tranches. Fundam. Math. 30, 
92—95 (1938). 

Verf. beweist: Ist X ein absoluter Umgebungsretrakt [Borsuk, Fundam. Math. 
19, 222 (1932); dies. Zbl. 5, 265], so existiert zu jedem n >0 ein e>0 derart, daß 
für jede stetige Abbildung f von X mit e-Schichten (d.h. für jeden Punkt y des 
Bildes hat das Urbild f"!(y) einen Durchmesser <e) eine stetige Abbildung 
von /(X) in X, so daß jeder Punkt von z aus X von f(x) einen Abstand <n hat. 
Es existiert eine Zahl e(X), so daß zu jeder Abbildung f mit e(X)-Schichten eine 
stetige Abbildung 9 von (X) existiert derart, daß pf homotop zur identischen Ab- 
bildung von X auf sich ist. — Sind M und N zwei n-dimensionale Mannigfaltigkeiten 
und existieren zwei stetige Abbildungen / von M in N und @ von N in M, so daß of 
zur identischen Abbildung von M auf sich homotop ist, so sind (1) M und N beide 
orientierbar oder nichtorientierbar, (2) f und ® sind beide vom Abbildungsgrad 1, 
(3) die Homologieringe R(M) und R(N) von M und N werden durch f isomorph auf- 
einander abgebildet, die umgekehrte Isomorphie wird durch @ geliefert, (4) sind M 
und N orientierbar, so bildet / die Fundamentalgruppe von M isomorph auf die von N 
ab, die Umkehrung wird durch @ geliefert. Nöbeling (Erlangen). 

Choquet, Gustave: Prolongement d’hom&omorphies. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 
634—636 (1938). 

Verf. nennt eine abgeschlossene ebene Menge eine Menge H, wenn sich alle Homöo- 
morphien von H auf ebene Mengen auf die ganze Ebene fortsetzen lassen. Verf. stellt 
fest, daß die einzigen Mengen H, welche die Ebene zerlegen, die einfachen geschlossenen 
Jordankurven sind. Außerdem charakterisiert er die Mengen H, welche die Ebene 
nicht zerlegen. Die analog definierten Mengen H des Raumes sind die abgeschlossenen, 
abzählbaren Mengen. Nöbeling (Erlangen). 


